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ق رت نام
است. آن نشر علم زکات همانا

هیچ از آن به رسیدن راه در و است؛ «حقیقت» جستجوی در که هستم فروتن جوینده�ای ... من
چه و �شوند م تلق سیاس یا اجتماع که آنها چه من، فعالیت تمام �کند. نم فروگذاری کوشش
از و هستند. هدف همین تحقق خدمت در هم �شوند، م انگاشته اخلاق و انسان�دوستانه که آنها
مخلوقات در نه و �شود م یافت مخلوقاتش حقیرترین و ضعیف�ترین در اغلب خدا �دانم م که آنجا
کاری، چنین برای و برسانم؛ افرادی چنین موقعیت به را خود �کنم م تلاش گردن�فرازش، و قدرتمند

�بینم. نم آنان به خدمت جز چاره�ای
سربه دانشجوی این آموزگار استاد، ی واقع معنای به که است کس برای من احترام و عشق تمام
را عمیق اعتقادات و دیدگاه�ها نیز زندگ سنگین مبحث در که علم بحث در تنها نه و بوده هوا
ایشان دریغ بی زحمات از احترامم و ارادت پاس به ه بل وظیفه پاس به نه پس برانگیخت. من در
قدردان و ر تش صمیمانه مهر، پور صالح سعید دکتر آقای جناب بوده�اند، راهنمایم استاد که
آقای جناب از �نمایم. م طلب بیشتر هرچه سرافرازی و سلامت برایشان بزرگ خداوند از و نموده
محمد دکتر آقای جناب و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره�ی زحمت که عیوضلو دکترجعفر�صادق
نمودند، تقبل را پایان�نامه این داوری و فرموده زحمت قبول خویش عنایت و لطف با که شهریاری

دارم. را امتنان و سپاس کمال
فغفوریکه مرتض دکتر آقای جناب رنجبریو اصغر دکتر آقای جناب ارزنده�ی زحمات از ادامه در
و دوستان خانواده�ام، اعضای تمام از پایان در و �نمایم. م قدردان بوده�اند پشتیبانم و مشوق همواره
تقدیر بوده�اند، اینجانب حام و یار همواره تحصیل دوران طول در که ریاض علوم ده دانش اساتید

�کنم. م ر تش و

مّدیان نا
۱۳۹۲

دو



مینا نام: محمدیان دانشجو: خانوادگ نام

کل چهارچوب ی در ناتمامیت عنوان:

�مهر پور صالح سعید : راهنما استاد

عیوضلو صادق جعفر : مشاور استاد

تبریز اه دانش ریاض منطق گرایش: محض ریاض رشته: ارشد� کارشناس : تحصیل مقطع

٧٠ صفحات: تعداد ١٣٩٢ : التحصیل فارغ تاریخ ریاض علوم ده دانش

سازگاری چرچ، قضیه ، تارس صدق قضیه گودل، ناتمامیت قضایای واژه�ها: کلید

یده چ

[۴] بِل آنِ از که را گودل ناتمامیت قضایای اثبات برای کل چهارچوب ی ما پایان�نامه این در
بوده محاسبات قواعد و نحوی بندهای و قید از رها وی پیشنهادی چهارچوب �کنیم. م ارائه است،
حیطه�ی در مدنظر اثبات �باشد. م ناتمامیت قضایای و تارس قضیه�ی بررس جهت مناسب و
منظور این به �شود. م معرف انتزاع کدگذاری سیستم ی آن برای و کرده عمل جبری ساختارهای
گودل ناتمامیت قضایای بر تاکید با دارند، «ناتمامیت» با ارتباط که صوری منطق از مهم ایده چند به

مباحث: ر دی عبارت به پرداخت. خواهیم دوم] قضیه و اول [قضیه
�کنند، م ثابت را خود پذیری اثبات که جملات از لوب منطق تحلیل (١)

و لوب، بررس در قطری�سازی) (تکنی ثابت نقطه اصل نقش (٢)
موجهات، منطق در ناتمامیت (٣)

دروغگو پارادوکس بررس به سپس کرد. خواهیم بررس ساختاری و شهودی اصول بر تکیه با را
تارس گودل، قضیه�ی سه در نهفته عموم ایده که داشت خواهیم این دادن نشان بر سع و پرداخته

متفاوت راه�های عنوان به �تواند م �کنند، م تمرکز استنتاجصوری محدودیتسیستم روی که چرچ، و
.[١٨] شود گرفته نظر در دروغگو پارادوکس حل برای ری دی
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مقدمه

هرچه هست، و بوده جهان اکتشاف و ابداع پی در خاک کره این در خود پیدایش آغاز همان از بشر

ما کنید! صبر �گشت. م پدیدار ری دی سوالات برایش �یافت م دست پاسخ به و �رفت م جلوتر

آری اما... مسئله، ی حل یا ماشین ی اختراع برای ذاریم ب زمان قرن�ها شاید و سال�ها �توانیم م

یا ابداع چیزی �تواند م او آیا ! اساس و کل سوال کرد، خطور بشر ذهن به جرقه�ای که بود اینجا

! وه باش رویای چه باشد؟ ذهنش سوالات تمام وی پاسخ که کند کشف

آیا که �شویم م راض این به و کرده تضعیف را آن کم �نماید، م سخت بسیار نظر به سوال این

با �نماید، م عاقلانه�تر سوال این نه؟ یا دارد جواب ما سوال وید ب که کنیم طراح ماشین �توانیم م

سال�ها ر دی و کرد خواهیم مشخص سوالات با مواجه در را خود تکلیف سوال، این جواب یافتن

کرد. نخواهیم ندارند، جوابی اصلا که سوالات جواب یافتن مشغول را خود

است. مسئله حل برای بالا از حرکت کنیم. بررس راحت�تر را آن تا افیم �ش م را سوال این اکنون

سوال!) (هر سوال هر برای که ساخت ماشین �شود م کرد ادعا �توان م ر م است، این اول سوال

باشد؟ داشته جوابی

را سوال هر اگر است. بجا سوال این آری دارد١، ریاض یا عددی منشاء چیز همه که کنیم قبول اگر

�کنیم: م معنا این�گونه را آن جواب یافتن کنیم، بیان فرمول با بتوانیم

را ما زنجیروار که شده�ای پذیرفته قبل از یا مرتبط هم به اصول سری ی با است برابر جواب یافتن

برساند. �دهیم، م آن به جواب عنوان که چیزی به

اعتماد ارسطو قول به اگر دارد. ریاض نهاد سراسر طبیعت که بوده�اند معتقد قدیم فیثاغورثیان که پیداست ١چنین

.[٢۴] است عدد نهایی و غایی حقیقت شدند مدع که رفتند پیش آنجا تا فیثاغورسیان ورزیم

٣



۴ مطالب فهرست

حل را مسئله�ای �که زمان �یابید م در بیاندیشید مسئله ی حل حین در خود استنتاج�های به کم اگر

که استدلال�هایی با سپس و کرده استفاده ( قبل (دانش ذهن فرضیات سری ی از ابتدا �کنید م

که زنجیروار حرکت این به منطق در برسید. جواب به تا �روید م جلو پذیرفته�اید، قرارداد برطبق قبلا

برهان�پذیر را آن باشد جواب دارای سوال �که زمان و �نهیم م برهان عنوان �شود، م منجر جواب به

به �تری رسم قالب ل ش این به ما اصل سوال اکنون گوییم. اثبات�پذیر صوری، اصطلاح به یا

را آن نداشتن یا داشتن جواب که دارد وجود ٢ وریتم ال ، ریاض مسئله ی برای آیا �گیرد: م خود

مسئله عنوان با منطق زبان در بعدها که بود ١٧ام) قرن (ریاضیدان نیتس٣ لایب سوال این وید؟ ب

شد: معروف چرچ) (قضیه اثبات�پذیری تصمیم�گیری

کند؟ بیان را آن نبودن یا بودن اثبات�پذیر شده، داده فرمول هر برای که دارد وجود وریتم ال آیا

(اصل منطق نظریه �توان م کرد ادعا که بود ریاضیدان هیلبرت۴ رسید. ریاضیات جهان به سوال

باشد. سازگار و بوده مسائل تمام وی جواب که طوری به داد ارائه ریاضیات کل برای ( موضوع

در ادعا این ندهد. نتیجه را غلط چیز هیچ که گوییم چنین عامیانه زبان به را بودن سازگار مفهوم

پایان در و شد منجر ست ش به حساب نظریه مورد در اما بود اجرا قابل حدودی تا نظریه�ها برخ

گذاشت. هیلبرت تلاش�های برای پایان نقطه ناتمامیتش معروف قضایای با که بود گودل۵ این

همه شامل موضوع اصل نظام ی �توانیم نم هرگز ما که �دارد م بیان گودل ناتمامیت اول قضیه

قضیه کند. باطل را کذب�ها و اثبات را ریاض صدق�های همه�ی باشد قادر که بیابیم (فراگیر) چیز

سوال این کردیم بیان سازگاری از ما که مفهوم در �پردازد. م سازگاری بحث به ناتمامیت دوم

را ما نظام که موضوع) (اصول شده نوشته قانون این �دهد م تشخیص کس چه �آید: م وجود به

اظهار آن سازگاری مورد در �تواند م موجود) (نظام قانون�گذار خود آیا است؟ سازگار �دهد، م یل تش

باشد سازگار نظام ی اگر که �دارد م بیان گودل ناتمامیت دوم قضیه �تواند. نم ش بی کند؟ نظر

�توان نم که بپذیریم مجبوریم متأسفانه گودل قضایای این با اثباتکند. سازگاریخودشرا �تواند نم

�کنند. م حل را مسئله�ای و �شوند م اجرا خاص ترتیب به که دستورالعمل�ها از متناه ٢مجموعه�ای

٣G. Leibniz
۴D. Hilbert
۵K. Gödel



۵ مطالب فهرست

جواب به یافتن دست با بشر شد، اشاره امر ابتدای در که همچنان اما نهاد. بنیان فراگیر سیستم

باعث سوال، حل به گودل جواب نیز اینجا در است، شده روبرو ری دی متعدد سوالات با سوال

شد. ری دی سوالات پیدایش

قابل که یافت �توان م ریاضیات در را ام اح که �دهد م نشان خود اول قضیه در گودل واقع در

کذبشان نه و کرد اثبات را آنها صدق �توان م نه اما هستند معنا واجد و ریاض زبان در صورت�بندی

درست که آورد فراهم عبارت از مثال است» دروغ جمله «این دروغگو جمله بیان با او داد. نشان را

که مسئله این است، هیلبرت دهم مسئله ر دی نمونه �داد! م قرار هم مقابل را پذیری اثبات و بودن

نظریه را آن�ها نداشتن جواب که دارد وجود جواب بدون دیوفانت معادله بی�نهایت حساب تئوری در

نیست). پذیر اثبات که درست (فرمول کند اثبات �تواند نم

اما �شد م احساس شدیداً (صدق) درست مفهوم از دقیق تعریف به نیاز ، مسائل چنین طرح از پس

�شد. م تناقض به منجر مدت از پس درست برای پیشنهادی تعریف هر بود. فایده بی همه تلاش�ها

شد. تلاش�ها این بخش پایان ، درست ناپذیری تعریف معروف قضیه با که بود ۶ تارس این بالاخره

را درست مفهوم کرد اثبات �توان نم نظام خود در را نظام ی سازگاری که همان�طور کرد ثابت او

گردید. مطرح زبان فرا مفهوم که بود اینجا کرد. تعریف نظام همان چهارچوب در �توان نم نیز

درست تعریفناپذیری قضیه ناتمامیتگودل، قضایای �شود م مشاهده مطالبفوق از که همان�گونه

ناپذیرند. اجتناب که �باشند م ( غن (هرچند نظام هر محدودیت�های بیانگر چرچ قضیه و تارس

۶A. Tarski



١ فصل

مقدمات مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١.١

مفاهیم برخ از مقدمه�ای ابتدا است، شده تهیه [١٨] و [۴] مقاله�ی دو مبنای بر که پایان�نامه این در

از رها چهارچوبی ارائه�ی با دوم فصل در سپس �کنیم، م بیان را ملزومه قراردادهای و نیاز مورد

فصل در و �پردازیم، م تارس قضیه و ناتمامیت دوم و اول قضایای اثبات به نحوی بندهای و قید

محدودیت�های که داد خواهیم نشان آن، کردن صوری برای تلاش و دروغگو پارادوکس بیان با سوم

این وجود برای دلیل پارادوکس این عبارت به و هستند بیان قابل پارادوکس این از ونه چ مذکور

�باشد. م محدودیت�ها

موجهات منطق ٢.١

.[٢۶] رسید خواهیم موجهات منطق به سپس و پرداخته گزاره�ها منطق بررس به ابتدا بخش این در

رهای عمل و بوده حروف از شمارا و نامتناه مجموعه�ای غیرمنطق نمادهای تنها گزاره�ها منطق در

⊥ (غلط) نادرست ثابت ر عمل همانند نیز ر دی رهای عمل �باشند. م ∨ و ∧ ،¬ شامل منطق

این به و ساده بسیار گزاره�ها منطق نحوی بیان دارند. وجود منطق این در نیز → شرط ر عمل و

۶
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B و A اگر و است گزاره نیز ثابت⊥ �شوند، م محسوب گزاره حروف از هرکدام که: است صورت

بود. خواهد گزاره نیز A→ B باشند گزاره

به �کنیم م تعبیر ω همانند درست ارزش ی حروف، برای است: ساده نیز منطق این معنایی بیان

دهیم قرار اگر اکنون بدهد. را 0 ارزش (غلط) نادرست برای و 1 ارزش درست برای که طوری

باشد؛ ω(B) = 1 یا ω(A) = 0 که زمان تنها ω(A → B) = 1 کنیم تعریف و ω(⊥) = 0

فرمول با معادل را ¬A که، صورت بدین دهیم. گسترش فرمول�ها به را خود ارزش�گذاری �توانیم م

را D گزاره ی یریم. ب ¬A→ B معادل را A∨B و ¬(A→ ¬B) با معادل را A∧B و A→⊥

درست درست�اند، Γ گزاره�های که تعابیری تمام در هرگاه گوییم Γ گزاره�های مجموعه از نتیجه�ای

باشد. درست تعابیر تمام در هرگاه است معتبر D گوییم و باشد

همراه به ان» «ام معنای به ♢ و «لزوم» معنای به � ر عمل دو کردن اضافه از موجهات منطق

به بود، خواهد گزاره نیز �A آنگاه باشد گزاره ی A اگر که، گزاره�ها به شرط ی کردن اضافه

گزاره ی �گیریم. م ¬�¬A با معادل را ♢A فرمول منطق این در �گردد. م حاصل گزاره�ها منطق

جملات جای به موجه گزاره�های جانشین از نتیجه�ای هرگاه نامیم راستگو١ ی را موجهات منطق در

است، معتبر گزاره�ها منطق در p حرف هر برای p ∨ ¬p چون بنابراین، باشد. گزاره�ها منطق معتبر

p از ،q که آنجایی از �باشد. م موجهات منطق در A موجه گزاره هر برای راستگو ی A ∨ ¬A لذا

A→ B و A از منطق نتیجه B ،B و A همچون موجه گزاره هر برای لذا �شود، م نتیجه p→ q و

مقدم) (وضع ٢MP قاعده عنوان �دهد م نتیجه A→ B و A از را B که قاعده این به بود. خواهد

است. شده داده

تعریف به ل ش ی به کدام هر که دارند وجود موجهات منطق برای زیادی بسیار سیستم�های

طریق به که Kاست نظام موجهات منطق برای سیستم ترین کوچ �پردازد. م (برهان) اثبات مفهوم

فرم به جملات همه�ی و راستگو�ها تمام شامل K نظام اصول �آید. م دست به زیر

�(A→ B) −→ (�A→ �B)

اثبات�پذیری از که �باشد م نیز ری دی قاعده شامل MP قاعده بر علاوه K نظام قواعد و �باشد م

١Tautology
٢Modus Ponens
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برهان ی �شود. م شناخته لزوم قاعده عنوان با قاعده این �دهد؛ م نتیجه را �A اثبات�پذیری ،A

که قواعدی وسیله�ی به یا و بوده اصل ی یا آن�ها از هرکدام که است جملات از دنباله ی K در

جمله آخرین که �باشد Kم در قضیه ی یا اثبات�پذیر زمان گزاره ی لذا آیند. دست به شد عنوان

اعضای همه�ی عطف را
∧

iCi ،Γ = {C1, . . . , Cn} متناه مجموعه ی برای باشد. برهان ی از

باشد، گزاره ی D اگر باشد. قضیه ی ¬
∧

iCi اگر است ناسازگار Γ گوییم و �گیریم م نظر در Γ

منطق برای نیز قوی�تری نظام�های باشد. قضیه ی
∧

iCi → D هرگاه �شود م نتیجه Γ از D گوییم

�آیند: م پدید K نظام به زیر اصول از هرکدام افزودن با که دارند وجود موجهات

�A→ A (T )

�A→ ��A (4)

.�(�A→ A)→ �A (L)

نام�گذاری برای که �باشند معروفم خاص اسام به اصول این از برخ �کنید م مشاهده که همان�طور

K نظام به (4) اصل افزودن از که است نظام K4 نظام مثال طور به �شوند. م استفاده جدید نظام

و (4) اصول افزودن با که است GL نظام موجهات منطق برای ر دی نظام�های از �آید. م دست به

�آید. م دست به K نظام به (L)

چرچ و تارس گودل، شده صوری قضایای ٣.١

پذیری تصمیم ١.٣.١

،Γ برای تصمیم�گیری مسئله از منظور باشد. اول مرتبه منطق جملات شامل کلاس Γ کنید فرض

محدود زمان در که صورت بدین �باشد، م Γ در S جمله هر برای تصمیم�گیری معنای به واقع در

صدق�پذیر ¬S اگر تنها و اگر است اثبات�پذیر S که آنجا از وید. ب را S نبودن یا بودن اثبات�پذیر

به Γ همچون کلاس هر برای لذا نباشد، اثبات�پذیر ¬S اگر تنها و اگر است صدق�پذیر S و نباشد

عبارت به بود. خواهد Γ برای صدق�پذیری مسئله با معادل Γ تصمیم�گیری مسئله ،¬ ر عمل همراه
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یا صدق�پذیری محدود زمان در ،Γ در S جمله هر برای یعن Γ برای تصمیم�پذیری مسئله ر، دی

.[۶] کند تصمیم�گیری را مدل) (داشتن S صدق�ناپذیری

صورت این در باشد. حساب شامل صوری نظریه ی T فرضکنید ثابت). نقطه (لم ١.٣.١ قضیه

.T ⊢ G↔ B(pGq) که: دارد وجود G مانند جمله�ای B(x) فرمول هر برای

وریتم ال به�طور اول مرتبه منطق برای صدق�پذیری مسئله چرچ-هربراند٣). (قضیه ٢.٣.١ قضیه

است. حل�ناپذیر

باشد. حساب شامل صوری نظریه ی T کنید فرض گودل). ناتمامیت اول (قضیه ٣.٣.١ قضیه

که: است به�گونه�ای و �کند م بیان را خودش بودن اثبات�ناپذیر که دارد وجود φ جمله ی

.T 0 φ آنگاه باشد Tسازگار اگر (١)

.T 0 ¬φ آنگاه باشد ω-سازگار ،T اگر (٢)

باشد، حساب شامل سازگار صوری نظریه ی T اگر گودل). ناتمامیت دوم (قضیه ۴.٣.١ قضیه

است. T سازگاری بیانگر ConT آن در که T 0 ConT آن�گاه

است، حساب زبان LA = {+, ·} آن در که L ⊇ LA زبان هر در .( تارس (قضیه ۵.٣.١ قضیه

.N |= Ψ(pφq)↔ φ باشیم: داشته φ هر برای که نوشت Ψ(x) مانند فرمول �توان نم

هیتینگ جبر ٢.٣.١

خواهیم هیتینگعمل خصوصجبر به و جبری ساختارهای روی (٢) فصل در که نکته این به توجه با

:[١] �پردازیم م آن خصوصیات بیان به کرد،

هر برای هرگاه نامیم جزئ مرتب مجموعه�ی ،≤A دوتایی رابطه با را A مجموعه .۶.٣.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در a, b, c ∈ A

٣Church-Herbrand
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a ≤A a : انعکاس خاصیت (١)

a ≤A b, b ≤A c −→ a ≤A c تراگذاری: خاصیت (٢)

a ≤A b, b ≤A a −→ a = b : پادتقارن خاصیت (٣)⋐⋑

�باشد: م زیر اعضای دارای جزئ مرتب مجموعه�ای هیتینگ جبر ی .٧.٣.١ تعریف

باشد)؛ عضو بالاترین 1) p ∧ q و 1 متناه اشتراک�های (١)

باشد)؛ عضو پایینترین 0) p ∨ q و 0 متناه اجتماع�های (٢)

که: دارد وجود چنان a⇒ b همانند عضو ی b و a هر برای (٣)

.a ∧ b ≤ c←→ a ≤ b⇒ c

.(a⇒ b) =
∨

x∧a≤b x که: �آید م دست به چنین فوق روابط از استفاده با

⋐⋑ .¬x = (x⇒ 0) کرد: تعریف چنین را ¬ ر عمل �توان م بنابراین

ω-سازگاری ٣.٣.١

ناتمامیت اول قضیه برای نیاز مورد فرض�های بیان منظور به و گودل توسط ω-سازگاری مفهوم

با �کند. نم فراهم قضیه برای را شهودی و بهینه کاف حد به شرایط ،T ω-سازگاری شد. تعریف

هستیم، آن از استفاده به مجبور که موضوعات در قاطعانه بسیار بحث، این در آن از استفاده وجود این

هیچ اگر است برقرار T برای که است خصیصه�ای ω-سازگاری صوری، غیر طور به �کند. م نفوذ

:[٢٢] نباشد صادق زیر شرط دو در همزمان φ فرمول

،T ⊢ ∃xφ(x) (١)

.T ⊢ ¬φ(0),¬φ(1),¬φ(2), . . . (٢)

شود: داده نمایش زیر فرم به �تواند م ω-سازگاری صوری، طور به و

PrT (p∃xφ(x)q) −→ ∃x¬PrT (p¬φ(x)q)
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(مخالف0) ثابت α و موضع تک تابع S آن در که L = {0, S, α} �کنیم م فرض .٨.٣.١ مثال

باشد: زیر موضوع اصول با

S(x) ̸= 0 (1)

S(x) = S(y)→ x = y (2)

.S(α) = α (3)

.T ⊢ ∃x(S(x) = x) و T ⊢ ¬S(t) = t t ترم هر برای داشت: خواهیم صورت این در

است. ω-ناسازگار ،T بنابراین

پارادوکس�ها ۴.١

غلط ول �رسد م درست نظر به (آنچه ماست شهود و انتظار خلاف یا باورنکردن تناقضآمیز، آنچه

پارادوکس است) غلط واقعاً و �رسد م غلط نظر به یا است، درست ول �رسد م غلط نظر به است،

ندارند، ریاضیات به ربط پارادوکس�ها که کنیم فکر است ن مم .[٢۵] �شود م خوانده باطل�نما یا

نیستند، مفید دلیل همین به و شعبده�اند و حقه اساساً یا و نیستند. « واقع «ریاضیات جزو این�که یا

از که �آورند م حساب به ریاضیات از بخش را آن�ها زیادی عده�ی ه بل نیست چنین تنها نه اما

استدلال، شیوه�های تعمیم بینش، تعمیق دانش، مرزهای گسترش برای انگیزه ایجاد در تاریخ نظر

در زِنون پارادوکس�های مثلا داشته�اند. رف ش تأثیر جدید شناخت زبان قوانین وضع و دقت افزایش

بورال پاراداوکس�های مانند مجموعه�ها نظریه پارادوکس�های ،١٩ تا ١٧ قرن�های در حسابان تکامل

طرح در دروغگو پارادوکس کانتور، مجموعه�های (شهودی) نظریه تدقیق در راسل و کانتور ، فورت

درون در نیست» شدن اثبات جمله «این �گوید م (که بیستم قرن در گودل ناتمامیت قضیه�ی برهان

داشتند. سزایی به نقش نیست)، شدن اثبات بزرگ کاف قدر به صوری دستگاه ی

ذهن به را ایده این حت و رسند م نظر به صادق هستند، تناقض متضمن که پارادوکس�ها بعض

اسـتنتاج اسـتناد به کلاسـی ریاضیـات در �دانیـم مـ نپذیریـم. را تناقض�ها چرا که �کنند م نزدی

در نهاد؟ گردن مطلب این به باید چرا اما �دهد. م نتیجه را چیزی تناقضهر ،(¬A∧A)⇒ B معتبر
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ریاضیات برخلاف و است پذیرفتن تناقض آن در که دارد وجود پیراسازگار۴ نام به منطق نوع واقع

شود. نتیجه چیزی هر تناقض از که نیست چنین ، کلاسی

فرازبان از �توان م مثال به�طور شده�اند. گرفته کار به پاراداوکس�ها رجوع و رفع برای متفاوت ابزارهای

و درست آن�ها روی که ... و دوم نوع اول، نوع نام�های با مختلف لایه�های به جملات تفکی برای

که دروغگو پارادوکس مورد در مثلا که کاری کرد، استفاده �شوند م تعیین مستقل به�طور نادرست

دو به زبان تقسیم با تارس مثال برای است. شدن انجام است» دروغ �گویم م «آنچه �دارد م بیان

زبان مورد در که فرازبان و �کند م صحبت زبان به نامربوط اشیای مورد در که موضوع زبان لایه

عبارت است»، دروغ �گویم م «آنچه �گوییم م وقت که �کند م استدلال �راند، م سخن موضوع

ساختار نظر از لذا و است رفته کار به موضوع لایه در است فرازبان به متعلق که است» «دروغ

حل برای �شود، م ظاهر (وعلم) ریاضیات در پارادوکس که هربار حال، این با دارد. ال اش منطق

وضع مناسب شناخت زبان قوانین یا کنیم تصحیح یا بخشیم بهبود داریم آنچه از را خود فهم باید آن

نظر به کاف آنها گرفتن جدی و ریاضیات کالبد در پارادوکس�ها قراردادن برای دلیل، این و کنیم

�پردازیم. م مهم پارادوکس�های برخ بیان به ادامه در �رسد. م

بِری پارادوکس ١.۴.١

اه دانش کتابدار بری۵، �جِ جِ آقای به آن انتساب با راسل نوشته�های در بار اولین پارادوکس این

مشخص فارس کلمه هزار از کم�تر با �تواند نم که عددی «اولین عبارت است. آمده کسفورد، آ

مشخصشود! کلمه هزار از کم�تر با �تواند م نظر مورد عدد بنابراین و دارد کلمه دوازده فقط شود»

راسل پارادوکس ٢.۴.١

بنابه پس .A = {x | φ(x)} = {x | x /∈ x} و باشد نبودن خود عضو خاصیت φ کنید فرض

باشد A ∈ A اگر .A /∈ A یا A ∈ A یا لذا و است مجموعه ی A کانتور، مجموعه�های نظریه

۴Parconsistent
۵G. G. Berry
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هردو در پس �شود. م نتیجه A ∈ A ،Aتعریف از هم باز ،A /∈ A اگر و A؛ /∈ A ،Aتعریف بنابر

�رسیم. م تناقض به حالت

پارادوکسخودنامصداق ٣.۴.١

خود «خودنامصداق» کلمه پس �کند. نم صدق کلمه خود مورد در که است صفت نامصداق، خود

نباشد! نامصداق خود اگر تنها و اگر است نامصداق

دروغگو پارادوکس ۴.۴.١

دروغ �گویم م الان «آنچه گفت میلاد، از قبل چهارم قرن یونان متفکر ائوبولیدُس۶، روزی �گویند م

واگر باشد؛ دروغ گفته�اش باید است، گفته آنچه بنابه آن�گاه باشد، درست او گفته�ی اگر است».

است. درست گفته�اش که �شود م نتیجه است گفته آنچه بنابه دوباره باشد، دروغ او گفته�ی

۶Eubulides



٢ فصل

کل چهارچوب ی در ناتمامیت

مقدمه ١.٢

جزئیات در عمدتاً قضایا این پیچیدگ است. دشوار و پیچیده بس کاری گودل قضایای کامل اثبات

زبان (عمدتاً زبان نحوی مفاهیم نمایش برای کدگذاری سیستم ی خواص بررس و کدگذاری

استدلال تار و تیره هسته�ی در اکثراً و واضح ندرت به جزئیات این �باشد. م زبان همان در حساب)

در افتادن بدون را گودل قضایای اثبات اساس تا کرده�اند تلاش برخ علت همین به دارند. قرار
لوب١ توسط مهم تلاشهای این از ی دهند. نشان محاسبات جزئیات و نحوی قواعد منجلاب

لوب است. آمده وجود به �کنند، م ادعا را خود اثبات�پذیری که جملات بررس با ارتباط در [١٢]

که �شوند) م شناخته -لوب٢ بِرِن هیلبرت- پذیری اثبات قواعد با اکنون (که کرد تنظیم را شرط سه

گودل ناتمامیت دوم قضیه اثبات برای را کاف شرایط سیستم ی در اثبات�پذیری محمول مورد در

�کنند. م ارائه (۴.٣.١)

خاصیت یا سازی قطری نام به بعدها �کرد، م ایفا را لوب �های بررس در اساس نقش که اصل

ناتمامیت قضایای اثبات ماهیت در قبلا که خاصیت شد. شناخته صوری سیستم ی ثابت نقطه

١M. H. Löb
٢Hilbert-Bernays-Löb

١۴



١۵ کل چهارچوب ی در ناتمامیت .٢ فصل

منطق چهارچوب در پیشرفته تحقیقات بررس مورد موضوع ناتمامیت قضایای داشت. وجود گودل

اثبات�پذیری محمول توسط قبلا که نقش همان موجه ر عمل فرمول�بندی، این در هستند. موجهات

اصطلاحاً (که �شوند م ترجمه جبری قواعد قالب در استنتاج قواعد و �گیرد م عهده به را �شد م ایفا

�شوند). م نامیده گودل-لوب یعن GL قواعد

کدگذاری سیستم ساخت ٢.٢

اصول با سازگار کامل طور به که است ناتمامیت پدیده�ی برای چهارچوبی دادن نشان ما هدف

در است. شده حفظ است، کدگذاری روش ایده همان که اصل ساختار و بوده ساختن یا شهودی

کدهایی چهارچوب، این در است. نحوی قواعد از خال کامل طور به چهارچوب این ، کل حالت

کدگذاری که اشیایی و �باشند م طبیع اعداد مجموعه �شوند م انتخاب ناته مجموعه ی برای که

در �شود. م نامیده جملات مجموعه که �باشند م دلخواه ناته مجموعه ی از اعضایی �شوند م

مجموعه کرد فرضخواهیم همچنین مفروضهستند، صوری زبان جملات قرین جملات این واقع

�کند. م حفظ نیز را نظریه ی در اثبات�پذیری رابطه که است هم�ارزی رابطه ی به مجهز جملات

در که، باشید داشته توجه �نامیم. م گزاره�ها را هم�ارزی رابطه این از حاصل هم�ارزی کلاس�های

نظریه�های در اما �دهند م بول جبر ی یل تش فوق فرم به گزاره�ها مجموعه ، کلاسی نظریه�های

ی واقع در که �دهند م هیتینگ جبر ی یل تش گزاره�ها مجموعه �باشند، م ما مدنظر که شهودی

شرایط این ⇒با دوتایی ر عمل دارای و 0 پایین عضو و 1 بالای عضو با (L,≤,∧,∨) همانند ه شب

عنوان به را هیتینگ جبر ی اعضای اگر �باشد. م ،x ≤ y ⇒ z اگر تنها و اگر x ∧ y ≤ z که

که هم�ارزی رابطه عنوان به ≤ رابطه این�صورت در یریم ب نظر در نظریه ی از حاصل گزاره�های

، شرط فصل، عطف، ر عمل معنای به ترتیب به 1 و 0 ،¬ ،⇒ ،∨ ،∧ رهای عمل و شد اشاره قبلا

همانند گزاره�ای برای یعن شد. خواهند تعبیر اثبات�پذیر گزاره و ردشدن گزاره و دوشرط نقیض،

پیش این با نیز نظریه سازگاری �باشد. م اثبات�پذیر α که است معنا این به ،α = 1 که ادعا این ،α

�آید. م دست به ،0 ̸= 1 ادعا این وسیله به است، عضو دو دارای حداقل گزاره�ها جبر که فرض

نظر در [۵] خودش سازی صوری با را مجموعه�ها شهودی نظریه فرض، پیش نظریه عنوان به



١۶ کل چهارچوب ی در ناتمامیت .٢ فصل

حداقل شامل C و Σ نیز و بوده کدها مجموعه�ی C و جملات مجموعه�ی ،Σ فرضکنید �گیریم. م

ΣC ثابت اعضای و است C روی آزاد متغیر ی با فرمول�های شامل ΣC اعضای باشند. عضو دو

(یعن �دهیم م نشان ω̃ با را ω ثابت مقدار با C → Σنگاشت ،ω ∈ Σ هر برای �باشند. م جملات

�کنیم: م فرض را زیر موارد همچنین .(ω̃(x) = ω

[[ω]] با را ω هم�ارزی کلاس ω ∈ Σ هر برای �کنیم. م تعریف Σ روی ≈ هم�ارزی رابطه ی •

با اختصار به و گرفته نظر در هم�ارزی کلاس�های این تمام مجموعه را Ω(Σ) و �دهیم م نشان

جمله به وابسته گزاره [[ω]] ،ω ∈ Σ هر برای و �نامیم م گزاره را Ω اعضای �دهیم. م نشان Ω

�شود. م نامیده ω

کند. صدق ≈ خاصیت در عضوش هر که طوری به �گیریم م ΣΣ از تکواره زیر ی را L •

روی ≈ حافظ خودریخت (هر منطق نگاشت هر �نامیم. م منطق نگاشت�های را L اعضای

القا f ∗([[ω]]) = [[f(ω)]] ضابطه با f ∗ : Ω→ Ωنگاشت ی ،ω ∈ Σ هر ازای fبه همانند (Σ

�شناسیم، م �کند م القا Ω روی که خودریخت با را منطق نگاشت ی اوقات گاه �کند. م

کنند. عمل Ω روی �توانند م منطق نگاشت�های بنابراین

�شوند. م نامیده کدپذیر توابع K اعضای است. ω̃ثابت توابع شامل ΣC از مجموعه�ای زیر K •

چپ از L اعضای با ترکیب تحت K صورت این در که �کند م عمل K روی L کنید فرض

است. بسته

طور به ω ∈ Ω هر برای داریم. k(φ) = pφq ضابطه با k : K → C کدگذاری نگاشت ی •

نامیم. φ و ω کد ترتیب به را pφq و pωq اشیای �نویسیم. م را pωq ،pω̃q جای به اختصار

�نامیم. م کدگذاری گردایه ی Aرا = (Σ, C,≈,K,L, k)شش�تایی فوق، داده�های به توجه با اکنون

گوییم A ثابت کدگذاری گردایه ی برای باشد. داشته عضو 2 حداقل Ω اگر است، سازگار A

ω ∈ Σ هر برای که طوری به باشد داشته وجود φی ∈ K هرگاه است کدپذیر Σ روی f خودریخت

تعبیر (≈ رابطه به (وابسته کدها از تابع عنوان به f حالت این در .f(ω) ≈ φ(pωq) باشیم داشته

نگاشت شده، داده φ ∈ K برای متقابلا، �شود. م نامیده f برای کدگذاری نماینده ی φ و �شود م



١٧ کل چهارچوب ی در ناتمامیت .٢ فصل

حافظ φ† اگر �شود؛ م نامیده Σ روی φ توسط شده القا خودریخت ،φ† : Σ→ Σ : ω 7→ φ(pωq)

خواهد کدپذیر φ† باشد تساوی حافظ φ اگر که است واضح است. تساوی حافظ φ گوییم باشد، ≈

کدپذیر �های خودریخت ،Σ روی �های خودریخت وسیله به Ω روی شده القا �های خودریخت بود.

کنیم. اثبات را زیر گزاره �توانیم م اکنون �شوند. م نامیده Ω روی

تارس قضیه�ی ١.٢.٢

ارزند: هم زیر های گزاره .١.٢.٢ گزاره

است. کدپذیر Σ روی منطق نگاشت هر (i)

است. کدپذیر 1Σ : Σ→ Σ همان نگاشت (ii)

است. واضح (ii)← (i) برهان برهان.

صورت این در .ω ≈ τ(pωq) داریم ω ∈ Σ هر برای که دارد وجود τ ∈ K فرض، از :(i)← (ii)

⊞⊞ است. f برای کدگذاری نماینده ی f ◦ τ ،f منطق تابع هر برای

نگاشت این .(ω ≈ τ(pωq)) �نامیم م تارس نگاشت را 1Σ برای τ کدگذاری نماینده هر

نگاشت ی بنابراین �کند. م ارضا �شود، م نامیده تارس T-طرح کتب در که را آنچه متناظر

نگاشت ی که �شود م نتیجه فوراً بالا، برابری از است. درست تعریف ی با متناظر ، تارس

کدگذاری نگاشت برای ≈ هم�ارزی به وابسته چپ معکوس ی واقع در درست تعریف یا تارس

ثابت نقطه لم نام با معمولا که است قضیه�ای اثبات ما بعدی قدم است. ω 7→ pωq : Σ → C

.[(٢.٢.١) قضیه [٢٢]←] �شود م شناخته

داشته وجود Φی ∈ K هرگاه گوییم قطری�شونده را Σ روی f خودریخت ی (i) .٢.٢.٢ تعریف

f(ψ(pψq)) ≈ Φ(pψq) باشیم: داشته ψ ∈ K هر برای که باشد

باشد، منطق نگاشت ρ و قطری�شونده f اگر که است ذکر شایان �شود. م نامیده f قطری نمایش Φ

بود. خواهد قطری�شونده نیز ρ ◦ f آنگاه

است f ثابت ≈-نقطه ی α ∈ Σ گوییم باشد، Σ روی ≈ حافظ خودریخت ی f فرضکنید (ii)



١٨ کل چهارچوب ی در ناتمامیت .٢ فصل

نقطه ی [[α]] اگر تنها و اگر است f ثابت ≈-نقطه ی α که است واضح .[[f(α)]] = [[α]] هرگاه

⋐⋑ باشد. Ω روی f توسط شده القا خودریخت برای ثابت

دارد. ثابت ≈-نقطه ی Σ روی قطری�شونده خودریخت هر (i) .٣.٢.٢ لم

است. ثابت ≈-نقطه ی دارای ، منطق نگاشت ی با ≈ حافظ قطری�شونده نگاشت ترکیب (ii)

این در باشد، Φ : C → Σ قطری نمایش با Σ روی قطری�شونده خودریخت ی f اگر (i) برهان.

بود. خواهد f برای ثابت ≈-نقطه ی Φ(pΦq) که �شود م دیده سادگ به صورت

صورت این در باشد. منطق نگاشت ی ρ و Σ روی ≈ حافظ خودریخت ی f کنید فرض (ii)

همانند ثابت ≈-نقطه ی دارای (i) قسمت بنابر لذا و بود خواهد قطری�شونده ρ ◦ f تعریف بنابر

⊞⊞ است. f ◦ ρ برای ثابت ≈-نقطه ی f(ω) یعن f(ρ(f(ω))) ≈ f(ω) بنابراین �باشد. م ω

هرگاه: گوییم A کدگذاری گردایه برای قطری نگاشت ی را d : C → C نگاشت .۴.٢.٢ تعریف

و ،d(pφq) = pφ(pφq)q ،φ ∈ K هر ازای به (i)

⋐⋑ .φ ◦ d ∈ K داریم باشد، φ ∈ K اگر یعن است، بسته راست از d با ترکیب تحت K (ii)

Σ روی کدپذیر خودریخت هر آنگاه باشد قطری نگاشت دارای کدگذاری گردایه اگر .۵.٢.٢ لم

است. قطری�شونده

�دهیم م قرار باشد. Φ ∈ K کدگذار نماینده با Σ روی کدپذیر خودریخت ی f فرضکنید برهان.

داشت: خواهیم ψ ∈ K برای صورت این در ،Φ∗ = Φ ◦ d ∈ K

.f(ψ(pψq)) ≈ Φ(pψ(pψq)q) ≈ Φ(d(pψq) ≈ Φ∗(pψq)

⊞⊞ بود. خواهد قطری�شونده f لذا و بوده f قطری نمایش Φ∗ بنابراین

�دهند: م نتیجه (۵.٢.٢) لم و (٣.٢.٢) لم اکنون

این در باشد، قطری نگاشت ی دارای A کدگذاری گردایه کنید فرض ثابت). نقطه (لم ۶.٢.٢ لم

صورت:

دارد. ثابت ≈-نقطه ی Σ روی کدپذیر خودریخت هر (i)
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است. ثابت ≈-نقطه ی دارای منطق نگاشت ی با ≈ حافظ کدپذیر خودریخت ی ترکیب (ii)

�باشند. م ثابت نقطه دارای منطق نگاشت ی با ترکیبش هر و Ω روی کدپذیر خودریخت هر (iii)

کدگذاری گردایه ی اگر که �شود م نتیجه (۶.٢.٢) ثابت نقطه لم و (١.٢.٢) گزاره�ی از حال

Σ روی منطق نگاشت هر صورت این در باشد تارس نگاشت ی و قطری نگاشت ی دارای

داشت. خواهیم را زیر قضیه بنابراین دارد؛ ثابت ≈-نقطه ی

ی دارای ،A کدگذاری گردایه ی در جملات از Σ مجموعه اگر .( تارس (قضیه ٧.٢.٢ قضیه

گزاره�ها از Ω مجموعه� اگر معادلا یا باشد ثابت ≈-نقطه بدون منطق نگاشت ی و قطری نگاشت

نگاشت A آنگاه باشد، ثابت نقطه بدون منطق نگاشت ی دارای ،A کدگذاری گردایه ی در

ندارد. تارس

حداقل دارای و بوده هیتینگ جبر که حالتخاصبرایΩی در صورت�بندی این با تارس قضیه

منطق نگاشت�های جزو و تعریفشده ثابتنیست) نقطه ¬دارای (که آن نگاشت¬روی و عضو دو

قضیه متداول صورت�بندی بازآفرین برای را ما خود نوبه�ی به این و �کند. م صدق �شود، م محسوب

ی جبری گزاره�های برای ترتیب این به �سازد. م توانا ، درست تعریف�ناپذیری روی از تارس

گردایه ی تولید برای شرایط حداقل T زبان که �شود م ثابت عضو، دو با حداقل T سازگار نظریه�ی

که معن این به ندارد. تارس نگاشت متناظر، کدگذاری گردایه آن، پیرو و داراست را کدگذاری

است. تعریف�ناپذیر T در T ر دی عبارت به نیست. T برای درست تعریف شامل T نظریه زبان

کدگذاری سیستم از مثال�هایی ٣.٢

پئانو حساب ١.٣.٢

از L زبان جملات مجموعه ،Σ �باشند: م زیر صورت به P کدگذاری گردایه اجزای مورد، این در

اول مرتبه شهودی حساب از L زبان هم�ارزی کلاس�های مجموعه�ی Ω اول، مرتبه شهودی حساب

C و بوده PA در �گیریم) م نظر در اثبات�پذیری رابطه را آن اینجا در (که ≈ رابطه�ی تحت PA

آن در که است، φ : n → ψ(n) فرم به نگاشت�های مجموعه K و طبیع اعداد از N مجموعه�ی
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کدگذاری نگاشت است. L در n نمایانگر ترم n و آزاد متغیر ی حداکثر با L در فرمول ی ψ(x)

قطری نگاشت و شده داده است، L فرمول�های گودل عدد�دِه #بیانگر درآن که k(φ) = #ψ با k

تابع ی s : N × N → N نگاشت آن در که �باشد م d(m) = s(m,m) ضابطه با d : N → N

σ 7→ ¬σ ،σ 7→ σ های نگاشت شامل ،L انجام سر و است، گودل اعداد روی بازگشت زین جای

است. σ 7→ ¬¬σ و

تارس نگاشت Pهیچ مشاهداتفوق بنابر که �دهد م نتیجه این است. سازگار PA فرضکنید

T اصل�پذیر بازگشت طور به نظریه�ی هر برای است. P در تعریف�ناپذیر P در درست لذا و ندارد

برای مشابه نتیجه لذا و ساخت �توان م P مشابه T کدگذاری گردایه ی باشد، PA از توسیع که

�آید. م دست به آنجا در درست تعریف�ناپذیری

مجموعه�ها شهودی نظریه ٢.٣.٢

مجموعه�ای، نظریه رهای عمل تحت A از P(A) توان مجموعه�ی مجموعه�ها، کلاسی نظریه در

ی رها عمل همان تحت توان مجموعه مجموعه�ها، شهودی نظریه در لذا است. بول جبر ی

و �گیریم م درنظر {0} عضوی تک مجموعه�ی عنوان به را 1 خاص حالت در است. هیتینگ جبر

باشد، مجموعه�ها نظریه از جمله ی σ اگر �دهیم. م نشان Π با که است هیتینگ جبر ی P(1)

که �شود م نتیجه گسترش اصل از �دهیم. م نشان {0 | σ} با را Π از {x : x = 0 ∧ σ} عضو

چیزی با معادل طبیع طور به Π اعضای بنابراین .σ ↔ σ′ اگر تنها و اگر {0 | σ} = {0 | σ′}

نامیدیم. گزاره ما که است

تحت معادل�اند. مجموعه�ها شهودی نظریه اصول از اثبات�پذیری رابطه�ی تحت جمله�ها مورد این در

عضو به وابسته σ گزاره�ی هر و بوده 0 ∈ ω گزاره�ی به وابسته ω ∈ Π عضو هر معادل�سازی این

به �کند. م بازی را A دلخواه مجموعه� برای مشخصه ی نقش Π همچنین �باشد. م Π از {0 | σ}

A → Π نگاشت�های با پوشا ارتباط در A زیرمجموعه�های A مجموعه�ی هر برای که صورت این

نگاشت هر و x 7→ {0 | x ∈ X} : A → Π نگاشت با را X ⊆ A زیرمجموعه�ی هر که �باشند م

معادل Π از (∅)1 (پایین) بالای عضو �کند. م مرتبط A از f−1(1) زیرمجموعه�ی با را f : A→ Π

با ریخت ی طبیع طور به ΠA که �شود م مشاهده ترتیب این به است. (غلط) درست گزاره�ی با
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است. P(A)

رابطه و جملات مجموعه�ی عنوان به Π گرفتن نظر در با را کدگذاری گردایه ی ساختن اکنون

�گیریم م مجموعه�ای را C اینجا در که است طبیع �کنیم. م آغاز هم�ارزی، رابطه عنوان به همان

فوق، مشاهدات به توجه با .K = ΠC و L = ΠΠ �دهیم م قرار و باشد عضو ی شامل حداقل که

نظر در P(C)→ C دلخواه نگاشت را k کدگذاری نگاشت یریم. ب P(C) با برابر را K �توانیم م

نگاشت ،ω ∈ Πبرای �گیریم. م نظر در k(X)برای را pXq نماد ،X ∈P(C) هر برای و �گیریم م

جای به �توانیم م است. P(C) از ω∗ = {x ∈ C : 0 ∈ ω} عضو با مرتبط ω̃ : C → Π ثابت

است. Π روی کدگذاری نگاشت ،p•q : ω 7→ pωq : Π→ C نگاشت .pωq بنویسیم تنها pω∗q

نگاشت ی �تواند م Q آیا است. کدگذاری گردایه ی Q = (Π, C,=,P(C),ΠΠ, k) شش�تایی

Π روی کدگذاری نگاشت که زمان تا داد، خواهیم نشان ادامه در که طور همان باشد؟ داشته قطری

باشد. داشته قطری نگاشت �تواند نم گردایه این باشد، داشته را بودن ی به ی برای شرایط٣ حداقل

�تواند نم Q که �دهد م نشان راسل پارادوکس شبیه بحث ی باشد �به�ی ی p•q اگر حقیقت در

ضابطه با d قطری نگاشت هر برای زیرا باشد. داشته قطری نگاشت

(١.٢) ∀X ∈P(C) : d(pXq) = p{0 | pXq ∈ X}q

و (١.٢) از استفاده با اکنون کنیم. تعریف را U = {x ∈ C : d(x) = p∅q} مجموعه �توانیم م

داریم: p•q بودن �به�ی ی

pUq ∈ U ←→ d(pUq) = p∅q←→ p{0 | pUq ∈ U}}q = p∅q

←→ {0 | pUq ∈ U} = ∅←→ pUq /∈ U

است. تناقض که

دست به ثالث شق طرد اصل از باشد کلاسی فرضما پیش نظریه که زمان ، ی به ی برای شرایط حداقل ٣این

برقرار ∀x ∈ Ω(x = ∅ ∨ x = 1) فرمول Ω = {∅, 1} از استفاده با ها مجموعه شهودی نظریه مورد در و آمد. خواهد

و درست یعن .p∅q ̸= p1q دهیم نشان کافیست p•q ی به ی دادن نشان برای مورد این در بنابراین بود. خواهد

باشند. داشته متفاوت کدهای غلط
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گودل ناتمامیت قضایای ۴.٢

گودل ناتمامیت اول قضیه�ی ١.۴.٢

دارای کدگذاری گردایه که کرد خواهیم فرض پس این از �گردیم. م باز گودل قضایای به اکنون

ثابت ≈-نقطـه ی Σ روی g کدپذیر خـودریختـ هر که دیدیـم قبلا �باشد. م d قطری نگاشت

برای قوی ثابت ≈-نقطه ی کند، صدق [x ≈ α اگر تنها و اگر g(x) ≈ α] در که را α ∈ Σ دارد.

ر، دی عبارت به �نامیم. م g خودریخت

x ≈ α −→ g(x) ≈ α هرگاه: است g ثابت ≈-نقطه ،α

x ≈ α←→ g(x) ≈ α هرگاه: است g قوی ثابت ≈-نقطه ،α

کنیم. بیان را ثابت نقطه لم از ری دی نسخه �توانیم م اکنون

≈-نقطه با Σ روی ≈ حافظ کدپذیر خودریخت ی f فرضکنید قوی). ثابت نقطه (لم ١.۴.٢ لم

که: دارد وجود β ∈ Σ عضو Σ روی ρ منطق نگاشت هر برای صورت این در باشد. α قوی ثابت

ρ(β) ≈ α←→ β ≈ α

توجه با بنابراین است، β ثابت ≈-نقطه دارای f ◦ ρ ،(۶.٢.٢) ثابت نقطه لم از استفاده با برهان.

⊞⊞ .ρ(β) ≈ α←→ f(ρ(β)) ≈ α←→ β ≈ α داریم: قوی ثابت تعریف≈-نقطه به

داریم نیاز اینجا در کنیم. صوری اخیر تنظیمات با را گودل ناتمامیت قضیه اولین �توانیم م اکنون

به �گیریم، م نظر در اثبات�پذیر جملات بیانگر عنوان به را ⊤ باشد؛ داشته را ⊤ متمایز عضو Σ که

برای بنابراین �باشند. م ≈ رابطه تحت ⊤ با هم�ارز جملات واقع در اثبات�پذیر جملات که معن این

تساوی حافظ نگاشت ی کنید فرض است. اثبات�پذیر α اینکه یعن α ≈ ⊤ هم�ارزی ،α ∈ Σ

،ω ∈ Σ هر برای که خاصیت این با است شده داده �شود، م نامیده اثبات�پذیری نگاشت که π ∈ K

اکنون است». اثبات�پذیر ω» �دارد م بیان که �شود م تعبیر جمله�ای عنوان به Σ از π(pωq) عضو

را g است). ≈ حافظ و کدپذیر (لزوماً یرید ب نظر در Σ روی π توسط شده القا خودریخت را g

نگاشت g اگر باشد. داشته قوی ثابت ≈-نقطه عنوان به را ⊤ �که صورت در �نامیم م گودل نگاشت
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[ω ≈ ⊤ اگر تنها و اگر π(pωq) ≈ ⊤] رابطه در π اثبات�پذیری نگاشت صورت این در باشد، گودل

که: باشد این بیانگر �تواند م نحوی به این و �کند م صدق

است» اثبات�پذیر ω» �کند م بیان که π(pωq) جمله�ی اگر تنها و اگر است اثبات�پذیر ω جمله�ی

باشد. اثبات�پذیر خودش

نگاشت ی ، تارس نگاشت ی وسیله به Σ روی شده تولید خودریخت که باشید داشته یاد به

عضوی دارای و داشته گودل نگاشت ی هرگاه نامیم گودل را کدگذاری گردایه ی است. گودل

.v(⊥) ≈ ⊤ و v(⊤) ≈ ⊥ استکه رویΣطوری v نگاشتمنطق ⊥و ̸≈ ⊤ که ⊥باشد ∈ Σ مانند

�کنیم. م تعبیر ردشدن جمله به�عنوان را ⊥ و جملات روی نقیض ر عمل عنوان به را v

حداقل گودل کدگذاری گردایه هر گزاره�های مجموعه�ی ناتمامیتگودل). اول قضیه ) ٢.۴.٢ قضیه

دارد. عضو سه

که طوری به β ∈ Σ عضو با گودل کدگذاری گردایه وجود برهان.

،v(β) ≈ ⊤ اگر تنها و اگر β ≈ ⊤

سه حداقل Ω لذا . β ̸≈ ⊥ و β ̸≈ ⊤ مورد این در �آید. م دست به (١.۴.٢) قوی ثابت نقطه لم از

⊞⊞ دارد. را [[β]] و [[⊥]] ،[[⊤]] متمایز عضو

قضیه لذا �شود. م تعبیر تصمیم�ناپذیر جمله عنوان به است، ⊥ و ⊤ از متمایز که β ∈ Σ عضو

حالت در است. تصمیم�ناپذیر جمله�های شامل گودل کدگذاری گردایه هر که �کند م اثبات فوق

شامل سازگار T حسابی نظریه برای �باشد. م برقرار نیز P کدگذاری گردایه برای نتیجه این خاص

�شود: م تعریف زیر صورت به که باشد ∼ هم�ارزی کلاس�های مجموعه برابر Ω دهید قرار PA

.φ ∼ ψ اگر تنها و اگر T ⊢ φ↔ ψ

داریم: صورت این در

.[⊥]∼ = {θ | T ⊢ ¬θ} و [⊤]∼ = {θ | T ⊢ θ}

.T 0 β,¬β که است خاصیت این دارای β /∈ [⊤]∼, [⊥]∼ عضو پس
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گودل ناتمامیت دوم قضیه�ی ٢.۴.٢

محمول Prov و بوده 0 = 1 جمله ⊥ و 0 = 0 جمله ⊤ �کنیم م فرض P کدگذاری گردایه در

هر برای ،[١۶ فصل [۶]←] استاندارد استدلال بنابر صورت این در باشد. PA برای اثبات�پذیری

داریم: ψ و φ حسابی جمله�ی دو

.PA ⊢ φ اگر تنها و اگر PA ⊢ Prov(#φ) (P1)

PA ⊢ Prov(#(φ→ ψ))→ [Prov(#φ)→ Prov((#ψ)] (P2)

PA ⊢ Prov(#φ)→ Prov(Prov(#φ)) (P3)

π که �شود م نتیجه (P2) از استفاده با باشد n 7→ Prov(n) ضابطه با نگاشت π : N → Σ اگر

�باشد، م π توسط القایی نگاشت که g : Σ→ Σ نگاشت (P1) از استفاده با و است تساوی حافظ

Prov) است P برای گودل نگاشت ی g ر دی عبارت به دارد. قوی ثابت ≈-نقطه عنوان به را ⊤

باشد. تصمیم�ناپذیر گزاره�های شامل و گودل P سازگار، PA فرضکنید است). g کدگذار ر نمایش

لازم منظور این به کنیم. صوری اخیر چهارچوب در را گودل ناتمامیت دوم قضیه �توانیم م اکنون

جبر Ω که است کدگذاری گردایه A کنید فرض کنیم. معرف را نگاشت۴ -HBL مفهوم است

�کند: م صدق زیر شرایط در که است χ ∈ Kنگاشت ،A در HBL-نگاشت ی �باشد. م هیتینگ

χ(p1q) = 1 (i)

χ(pω ⇒ ω′q) ≤ (χ(pωq)⇒ χ(pω′q)) (ii)

χ(pωq) ≤ χ(pχ(pωq)q) (iii)

زیر شرط سه در ،Ω روی χ توسط شده القا � کدپذیر خودریخت باشد، HBL-نگاشت ی χ اگر

�کند: م صدق

�1 = 1 (a)

۴Hilbert-Bernays-Löb
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�(ω ⇒ ω′) ≤ (�ω ⇒ �ω′) (b)

�ω ≤ ��ω (c)

در موجه ر عمل ی عنوان به و �شود م نامیده Ω روی χ به وابسته ر HBL-عمل ،� نگاشت

است. ترتیب حافظ لذا و بوده ∧ حافظ ،� که �شود م نتیجه (b) و (a) از �کند. م صدق K۴ اصول

روی اثبات�پذیری ر عمل عنوان به نگاشت� کنیم، تعبیر اثبات�پذیری نگاشت عنوان به را χ اگر

است» پذیر اثبات ω» �گوید م که است گزاره�ای �ω ،ω گزاره�ی هر برای شد. خواهد تعبیر گزاره�ها

چنین را (c) تا (a) شرایط �توانیم م لذا است». اثبات�ناپذیر ω» �گوید م که است گزاره�ای ¬�ω و

کنیم: بیان

است. اثبات�پذیر نیز است» پذیر اثبات ω» گزاره باشد، اثبات�پذیر گزاره�ی ی ω اگر (a)

است»» اثبات�پذیر ω′» آنگاه است» اثبات�پذیر ω»»گزاره�ی است»، اثبات�پذیر ،ω′ آنگاه ω» گزاره�ی (b)

�دهد. م نتیجه را

�دهد. م نتیجه را است» اثبات�پذیر است» ««ωاثبات�پذیر گزاره�ی است» «ωاثبات�پذیر گزاره�ی (c)

گزاره�ی بیانگر �تواند م ¬�0 است، نادرست گزاره بیانگر 0 �که زمان باشید داشته یاد به همچنین

باشد. ناسازگاری گزاره�ی بیانگر �0 و سازگاری

دوم قضیه اثبات (جهت مناسب کدگذاری گردایه ی را A کدگذاری گردایه .٣.۴.٢ تعریف

هرگاه: �نامیم م گودل) ناتمامیت

باشد، ر HBL-عمل ی به مجهز جبرهیتینگ ی Ω (i)

باشد. کدپذیر x 7→ (�x⇒ α) : Ω→ Ωنگاشت α ∈ Ω هر ازای به (ii)⋐⋑

کنیم. اثبات را لوب قضیه از حالت �توانیم م اکنون

باشد. � ر HBL-عمل با مناسب کدگذاری گردایه ی A فرضکنید لوب). (قضیه ۴.۴.٢ قضیه

داریم: α ∈ Ω هر برای صورت این در

�(�α⇒ α) ≤ �α (i)
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�α ≤ α −→ α = 1 (ii)

f وضوح به باشد. f(ω) = (�ω ⇒ α) ضابطه با f : Ω → Ω تابع و α ∈ Ω کنید فرض برهان.

که طوری به است β ثابت نقطه دارای (۶.٢.٢) ثابت نقطه لم از و بوده کدپذیر

(٢.٢) .β = (�β ⇒ α)

.�β ≤ �(�β ⇒ α) ≤ (��β ⇒ �α) داریم ،β ≤ (�β ⇒ α) که آنجا از

(٣.٢)بنابراین .�β = �β ∧��β ≤ �α

که آنجایی از و (�α⇒ α) ≤ (�β ⇒ α)پس

�(�α⇒ α) ≤ �(�β ⇒ α)

= �β ((٢.٢) از استفاده با )

≤ �α ((٣.٢) از استفاده با )

�شود. م اثبات (i)قسمت

نتیجه (i) از اکنون .(�α ⇒ α) = 1 بنابراین .�α ≤ α کنید فرض ،(ii) قسمت اثبات برای

α = 1 پس ،�α ≤ α چون و �α = 1 بنابراین .1 = �1 = �(�α ⇒ α) ≤ �α که �شود م

⊞⊞ �شود. م ثابت

صورت این در باشد، � ر HBL-عمل با مناسب کدگذاری گردایه A کنید فرض .۵.۴.٢ نتیجه

�باشند: �م معادل زیر گزاره�های

¬�0 = 0 (iii) ∀x(¬�x = 0) (ii) ∀x(x ≤ ¬¬�x) (i)

نوبه به این که �شود م نتیجه ∀x(x ≤ �x) کلاسی منطق در ∀x(x ≤ ¬¬�x) یعن (i)فرض از

�دهد. م نتیجه را ¬�0 = 0 خود

ذاری جای با صورت این در باشد، برقرار ∀x(x ≤ ¬¬�x) �کنیم م فرض :(ii) ← (i) برهان.

داشت: خواهیم ،x جای به ¬�x

(۴.٢) ¬�x ≤ ¬¬�¬�x
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بنابراین ،�¬�x = �(�x⇒ 0) ≤ �(�x⇒ x) ≤ �x داریم لوب قضیه از استفاده با اکنون

(۵.٢) ¬�x ≤ ¬�¬�x

.¬�x ≤ ¬�¬�x ∧ ¬¬�¬�x = 0 �آوریم: م دست به (۵.٢) و (۴.٢) از سرانجام و

است. بدیه :(iii)← (ii)

داشت: خواهیم x هر ازای به صورت این در ،¬�0 = 0 کنید فرض :(i)← (iii)

x ≤ 1 = ¬¬�0 ≤ ¬¬�x

⊞⊞ �شود. م تمام برهان ترتیب این به و

صورت این در باشد، � ر HBL-عمل با مناسب کدگذاری گردایه A کنید فرض .۶.۴.٢ نتیجه

�باشد. م x 7→ ¬�xنگاشت ثابت نقطه تنها ¬�0

صورت این در �باشد، م برقرار �¬�0 = �(�0⇒ 0) ≤ لوب�0 قضیه از استفاده با برهان.

(۶.٢) .¬�0 ≤ ¬�¬�0

داریم لذا و است �0 ≤ �¬�0 ر دی سوی (٧.٢)از .¬�¬�0 ≤ ¬�0

نقطه ی ¬�0 یعن ،¬�¬�0 = ¬�0 که �شود م نتیجه (٧.٢) و (۶.٢) از استفاده با اکنون

در ،α = ¬�α �کنیم م فرض ،¬�0 تایی ی دادن نشان برای �باشد. م x 7→ ¬�x نگاشت ثابت

صورت: (٨.٢)این α = ¬�α ≤ ¬�0

که آنجا از و �α ≤ ��α ≤ �¬α بنـابرایـن ،�α ≤ ¬¬�α = ¬α همچنـین

�α ≤ �α ∧�¬α = �(α ∧ ¬α) = �0

⊞⊞ �دهد. م نتیجه را α = ¬�α = ¬�0 ،(٨.٢) از استفاده با که ،¬�0 ≤ ¬�α بنابراین

GL اصل که چیزی در � که �بینیم م (۴.۴.٢) لوب قضیه (i) قسمت از (١) .٧.۴.٢ تبصره

�کند: م صدق �شود، م نامیده نرمال موجهات منطق برای (گودل-لوب)

�(�A→ A) −→ �A
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�شود م نتیجه لوب(٢.۴.۴) قضیه (ii)قسمت از صورت این در باشد همان نگاشت � اگر (٢)

است: تارس قضیه از نتیجه ی واقع در حقیقت این دارد. عضو ی فقط Ω که

�تواند م زمان فقط که است تارس نگاشت ی χاین�صورت در باشد، همان � اگر

زمان سیستم ی در درست ر، دی عبارت به دارد. عضو ی فقط Ω که باشد داشته وجود

باشد. ناسازگار سیستم که است تعریف�پذیر

ترتیب حافظ � چون .�¬�0 = �(�0 ⇒ 0) ≤ �0 داریم: .α = 0 �دهیم م قرار (i) در (٣)

داشت: خواهیم بنابراین .�0 ≤ �¬�0 داریم است،

.¬�0 = ¬�¬�0 (b) و �0 = �¬�0 (a)

است معادل �کند م بیان را داخل ناسازگاری که گزاره�ای که: �دارد م بیان این�طور (a)

که: �دارد م بیان این�طور (b) و �کند م بیان را داخل سازگاری اثبات�پذیری که گزاره�ای با

سازگاری اثبات�ناپذیری که گزاره�ای با است معادل �کند م بیان را داخل سازگاری که گزاره�ای

�کند. م بیان را داخل

گزاره�های �کنیم. م نام�گذاری گودل گزاره�های را ω 7→ ¬�ω نگاشت ثابت نقاط تمام (۴)

بیان (b) قسمت �کنند. م بیان را خودشان اثبات�ناپذیری که گزاره�هایی�اند واقع در گودل

از حقیقت در و است گودل گزاره ی واقع در ، داخل سازگاری گزاره ،¬�0 که �کند م

است. گودل گزاره�ی تنها ¬�0 که �شود م نتیجه (۶.۴.٢) ⋐⋑نتیجه

�آوریم: م دست به (۴.۴.٢) لوب قضیه از سرانجام و

-HBL ی با مناسب سازگار کدگذاری گردایه ی برای ناتمامیتگودل). دوم ٨.۴.٢(قضیه قضیه

.∀α ∈ Ω �α ̸= 0 داریم: ،� ر عمل

.�0 ̸= 0 معادلا و ¬�0 ̸= 1 خاص: حالت در و .¬�α ̸= 1 معادلا یا

A یعن این و 0 = لوب1 قضیه از بنابراین .�0 ≤ �α = صورت0 این در ،�α = 0 اگر برهان.

⊞⊞ است. ناسازگار
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محمول روی P1−3 شرایط برقراری و است هیتینگ جبر ی Ω پئانو، کدگذاری گردایه فرض با

یـ ،g گودل نگاشت وسـیله به Ω روی شده الـقا � خودریخت کـه �دهد مـ نتیجه اثبات�پذیری

نگاشـت α ∈ Ω هـر ازای به که کرد بررسـ �توان مـ راحتـ بـه همچـنین �باشد. مـ ر HBL-عملـ

است مناسب گردایه ی پئانو کدگذاری گردایه بنابراین است. کدپذیر x 7→ (�x⇒ α) : Ω→ Ω

اثبات�پذیری، ر عمل عنوان به � دادن قرار مدنظر با �کند. م صدق آن در ناتمامیت دوم قضیه پس

α» �دهد م نتیجه ¬�α = 1 صورت این در که �شود، م است» اثبات�ناپذیر α» گزاره�ی ¬�α

سازگار، کدگذاری گردایه ی در ناتمامیت دوم قضیه بنابر است! اثبات�پذیر است» اثبات�ناپذیر

گزاره�ی اثبات�ناپذیری حالتخاص، در است. اثبات�پذیر اثبات�ناپذیر، وید ب که ندارد وجود گزاره�ای

ردشدن گزاره هیچ که است معن این به است» اثبات�ناپذیر 0 » گزاره است. اثبات�ناپذیر ،0

نام�گذاری این �باشد. م است» داخل سازگار A» عبارت تعبیر واقع در گزاره این نیست. اثبات�پذیر

گردایه هر که ل ش این به یرد، ب خود به ملموس�تری ل ش ناتمامیت دوم قضیه که �شود م موجب

خاص طور به این�ها همه کند. اثبات را خودش داخل سازگاری �تواند نم سازگار، مناسب کدگذاری

-HBL عنوان به Prov اثبات�پذیری محمول برای را مناسب شرایط که پئانو کدگذاری گردایه در

هم�ارز گزاره�های و داخل سازگاری بین ارتباط وضوح به زیر جدول �کنند. م صدق دارد، نگاشت

�کند: م بیان را

گزاره تعبیر

�0 داخل ناسازگاری

¬�0 داخل سازگاری

¬¬�0 ضعیف داخل ناسازگاری

�¬�0 پذیر اثبات داخل سازگاری

¬�¬�0 اثبات�ناپذیر داخل سازگاری

مورد در ادعا ی با است، (1) Ω بالای عضو برابر شده داده گزاره که ادعا این حالت، هر در

معادل است» داخل ناسازگار A» گزاره با �0 = 1 مثال، برای است: متناظر A کدگذاری گردایه

نامساوی منوال همین به داشت. خواهیم را تعابیر ل ش همین به نیز گزاره�ها بقیه برای و �باشد م
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�0¬)است، ⇒ ¬�¬�0) = 1 با معادل که (۶.۴.٢) نتیجه (۶.٢) قسمت از ¬�0 ≤ ¬�¬�0

نتیجه را داخل سازگاری اثبات�ناپذیری ، داخل سازگاری A کدگذاری گردایه در �کند: م بیان

نتیجه ترتیب همین به است. گودل ناتمامیت دوم قضیه از داخل خوانش ی بیان این �دهد. م

معادل که است منحصربفردی گزاره تنها است» داخل سازگار A» که: �کند م بیان چنین (۶.۴.٢)

هر کدگذاری گردایه ی در اگر استکه: چنین نیز (۵.۴.٢) نتیجه �باشد. اثبات�ناپذیریخودشم با

ضعیف داخل ناسازگار کدگذاری گردایه صورت این در دهد، نتیجه را خودش اثبات�پذیری گزاره

این هستند. ر دی ی با همسو داخل سازگاری و سازگاری که �کنید م مشاهده سرانجام است.

عبارت به یریم، ب نظر در همان �توانیم م را � ر HBL-عمل که �شود م ناش آنجا از حقیقت

که است آن بیانگر این کند. صدق �تواند م است» اثبات�پذیر –» داخل شرط در گزاره هر ر دی

عالم در که آنچه با اثبات�پذیری نگاشت �تر، کل طور به و ندارد سازگاری با ارتباط داخل سازگاری

دارد. تفاوت است اثبات�پذیر واقع



٣ فصل

با ارتباط در چرچ و تارس گودل، قضایای

دروغگو پارادوکس

مقدمه ١.٣

جمله از منطق پارادوکس�های تمام اصل وی ال و گودل ناتمامیت مشهور قضیه که حقیقت این

وجه ه بل است شده شناخته تنها نه دارند، ارتباط هم با نزدی صورت به دروغگو، پارادوکس

این صوری بحث�های تمام تقریباً واقع، در �شود. م محسوب منطق�دانان دانسته�های از مشترک

خود مشهور مقاله�ی در گودل خود �سازند. م ارتباط این بر پل کمابیش گودل] [ناتمامیت قضیه

که: �کند م اشاره [١٠]

با نزدی ارتباط ی همچنین �خورد، م چشم به ریچارد پارادوکس و نتیجه این بین «شباهت

که هستیم مواجه گزاره�هایی با ... ما ... که آنجایی از دارد. وجود دروغگو پارادوکس

�کنند.» م ادعا را خود اثبات�ناپذیری

است این فت�انگیز ش نقطه اما است، معمول کاملا ارتباط چنین وجود که حقیقت این به توجه با

ارتباط] [این که شد نکته این متوجه وقت شاید ر م آموخت، آن ماهیت درباره �توان م کم خیل که

باشد. داشته فوق�الذکر پارادوکس�های با تناظر یا شباهت نوع

٣١
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این در نهفته عموم ایده که داشت خواهیم این دادن نشان بر سع پایان�نامه این در ما حقیقت در

راه�های عنوان به �تواند م �کنند، م تمرکز صوری استنتاج سیستم داخل محدودیت روی که قضیه سه

خواهد ار آش دقیق�تر عبارت به شوند. گرفته درنظر دروغگو پارادوکس حل برای ری دی متفاوت

آن اصل عادی زبان نسخه از �تواند م که دروغگو پارادوکس از انتزاع صوری خوانش ی که شد

معنایی و نحوی خوانش دو هر (الف) از احتمال مشترک تعمیم ی شود، نتیجه مستقیم طور به

چرچ قضیه�ی (پ) و حقیقت تعریف�ناپذیری مورد در تارس قضیه گودل،(ب) ناتمامیت قضیه�ی

استنتاج روند آن، نتیجه بر علاوه که �کنیم م احساس ما باشد. اثبات�پذیری، تصمیم�ناپذیری درباره�ی

روشنگر و جالب خود خودی به عادی زبان عبارت ی از ریاض مهم قضیه�ی چنین از مجرد فرم

اساس بر فقط که افکند خواهند کوری نقاط بر نوری پرتوی ما �های بررس ر، دی طرف از است.

صوری حل آوردن دست به برای کرد. مشاهده را محدودیت�ها آن �توان نم دروغگو پارادوکس

بازنویس مرحله چهار در گام به گام را آن متناظرش، قضایای معمول تعمیم و دروغگو پارادوکس

به را پارادوکس هم�ارز منطق ساختار که هستیم عادی زبان معادل دنبال به اول گام در �کنیم. م

ترجمه صوری زبان در عبارت ی به مستقیم صورت به را عبارت این سپس دهد. نشان وضوح

که �پردازیم م صوری زبان در پارادوکس صوری نسخه تحلیل و تجزیه به سوم مرحله در �کنیم. م

منطق سیستم ی در ریاض قضایای توضیح برای نتیجه این �شود. م آن طبیع تعمیم به منجر

به�کارگیری با �شود. م استفاده آن مدرن بازتجسم و باستان پارادوکس بین ارتباط کردن روشن و

پارادوکس توسط که را پروژه این محدودیت�های سرانجام خود، نتایج تعمیم جهت ن مم روش�های

کرد. خواهیم ار آش شده ایجاد دروغگو

پارادوکس�ها ٢.٣

دروغگو پارادوکس ١.٢.٣

جمله بر دروغگو پارادوکس

است» غلط جمله (A)«این
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تلاش�های از ی برعکس. و �شود م آن بودن نادرست به منجر آن بودن درست که است استوار

مبتدا- جمله یعن است، جمله نحوی ساختار بودن غلط پارادوکسادعای این از رهایی برای بی�شمار

در مبتدا نقش اسم عبارت ی اینکه برای وضوح به ندارد. واقع مبتدای که حال در است خبری

مورد در اما باشد. کامل زبان�شناخت ش ی باید اسم عبارت آن کند، بازی را با�معن جمله ی

این اصل حالت در فقط مبتدا به نیازمندی این و است جمله خود نظر مورد اسم عبارت دروغگو،

ه بـل �کند، نم ایجاد را پارادوکس واقع مـبتدای بدون جمله انتقاد، این طبق �شود. م ار آش نکته

بنابر کند. بیان را جـمله�ای هیچ توضـیح �تواند نم یعنـ است، بی�معنـ ساده�تر خیل صورت به

:[١٧] رایل گـفته�ی

بود: خواهد صورت این به فوق جمله�ی کنیم، تشریح را ادعا این «اگر

. . . موجود م ح یعن ) موجود م ح یعن ] موجود م ح یعن } موجود م ح و

رسید. نخواهیم نیز فعل به و شد نخواهند بسته هیچ�گاه شده باز نمادهای

کنیم.» ادعا �توانیم نم را بودن غلط یا درست لذا

اصل که، مطلب این بر است توضیح آن و است واضح ما دیدگاه از تحلیل و تجزیه این از هدف

ی برای فوق پارادوکس یعن است، «این» تشریح صفت معنای �کند، م ایفا کلیدی نقش که

باید جمله ی معنای و کارکرد صوری، سیستم ی در بنابراین نیست. ایده�آل درست، صوری�سازی

است طبیع زبان در دروغگو هم�ارز یافتن ما هدف که آنجایی از باشد. آن ل ش به وابسته منحصراً

بر پارادوکس این که کنیم تصریح را مطلب این بایست پس کنیم، صوری مستقیم را آن بتوانیم که

چه ما طرح که نیست پرسش این بررس ما هدف که است ذکر شایان است. استوار خودارجاع

ادعا ما که چیزی تنها کند، کم دروغگو پارادوکس به مربوط مسئله فلسف حل به �تواند م اندازه

تر نزدی پارادوکس از ن مم سازی صوری سمت به قدم ی را ما طرح این که است این �کنیم م

ساخته خود درباره�ی که زبان، ی از که ری دی پارادوکس تحلیل و تجزیه از کار این برای �کند. م

�گیریم. م کم است، شده
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کواین پارادوکس ٢.٢.٣

گرلینگ توسط کنیم، صوری را دروغگو جمله آن در �توانیم م ما که زبان به را مفاهیم که پارادوکس

صفت این مقابل نقطه باشد، دارا را نشانگرش خاصیت هرگاه نامیم خود�مصداق را صفت شد. ابداع

«کوتاه»، مثال، عنوان به نباشد. دارا را نشانگرش خاصیت هرگاه یعن �نامیم، م خودنامصداق را

،« «جزئ و « �بخش «تک ،« «آلمان کلمات و �باشند م خود�مصداق ،« �بخش «چند و « «پارس

در که است درست زمان فقط که است این خودنامصداق مورد در واضح نکته خودنامصداق�اند.

پارادوکس ذات با جمله ی صوری�سازی مورد در �تواند م حقیقت این باشد. خودشنادرست مورد

شود: استفاده دروغگو همانند

است. نامصداق خود نامصداق» (B)«خود

دارای زیرا است مصون ادبی نقد مقابل در دروغگو پارادوکس برخلاف (B) متناقض�نما جمله�ی این

تکیه خود درون رفته به�کار عبارت تکنی معنای روی عمیق طور به البته است، واقع مبتدای ی

گردد. حذف بایست نامصداق» «خود عبارت مستقل، جمله ی داشتن برای ر، دی عبارت به دارد.

رود»، به�کار خود مورد در هرگاه است تناقض «مستلزم معن به نامصداق» «خود تعریف به توجه با

داریم:

رود» به�کار خود مورد در هرگاه تناقضاست (C)«مستلزم

رود. به�کار خود مورد در هرگاه تناقضاست مستلزم

حداقل - �توان م را �رود» م به�کار خود مورد «در عبارت که �دارد م بیان (C) جمله ر، دی عبارت به

: یعن گرفت، نظر در �شود» م ملحق خود قول نقل «به با معادل خاص- مورد این در

�شود» م ملحق خود قول نقل «به با است معادل �رود» م به�کار خود مورد (D)«در

�شود: م کواین) (پارادوکس دروغگو پارادوکس از گرلینگ ار شاه به منجر که

شود» الحاق خودش قول نقل آخر به هرگاه �شود م منجر تناقض «به

شود. الحاق خودش قول نقل آخر به هرگاه �شود م منجر تناقض به
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وشخص آید به�وجود جمله این طبیعتپارادوکس مورد در کم استسردرگم ن مم یادداشت١.

که کند ادعا اینگونه �تواند م شخص باشد! غلط همواره بایست واقع در جمله این که کند اصرار

�گوید، نم ری دی چیز و �کند م ادعا را خودش بودن دروغ تنها که دروغگو پارادوکس برخلاف

را خودش بودن دروغ اول ادعای در شود. تعبیر ادعا دو عطف به�صورت �تواند م کواین پارادوکس

بودن دروغ که است جمله�ای موضوع کواین پارادوکس که �کند م ادعا دوم وهله در و �دارد م ابراز

(لزوماً باشد درست �تواند نم عطف ترکیب این که آنجایی از .(¬p∧ p) �دهد م به�دست را خودش

⋐⋑ باشد. غلط بایست دوم عملوند لذا و بوده درست آن عملوند اولین بنابراین است)، غلط همواره

اسم ی برای ( (عبارتوصف صفت افزودن با است ن مم زبان در ( (عبارتوصف صفت کاربرد

این با کواین پارادوکس که آنجایی از بریم. کار به هم�زمان نیز را صفت چندین است ن مم که باشد

را داریم نیاز بدان واقعاً ما که چیزی یعن خود، منطق ساختار �تواند نم �کند، م رفتار زبان ویژگ

صفت برای که افکنیم نظری زبان» از «مستقل روش به بایست خود هدف به نیل برای دهد. نشان

�شود. م برده کار به ش ی

فیندل پارادوکس ٣.٢.٣

زین جای صوری ابزار به مجهز معمول منطق سیستم�های از عمده�ای قسمت نیز و زبان هر تقریباً

(عبارت صفت هر به اکنون پس �باشند. م ش ی برای ( (عبارتوصف صفت کاربرد بررس برای

آن نامعین اصل قسمت با شده داده ارجاع ش �کند م ادعا که �کنیم م وابسته را جمله�ای ،( وصف

�شود)، م نامیده متغیر منطق در و �شود م داده نشان تنها حرف ی با معمول طور به (که جمله

چنین ارائه با �باشد.١ م قیدی) (اصطلاح وصف عبارت یا صفت توسط شده بیان خاصیت دارای

برای ش جای به اسم زین جای با را ش ی برای ( (عبارتوصف صفت کاربرد �توانیم م جمله�ای

یعن است. « زبان «ناوابسته�ی کل طور به و صوری عمل ، زین جای دهیم. نشان جمله در متغیر

آن مورد در که جمله از خاص ساختار به وابسته زین جای عمل که �کند م بیان گزاره این نتیجه

�بایست نم �بریم، م به�کار نیز هستند متغیرهایی شامل که زبان عبارات برای را «جمله» کلمه ما که حقیقت ١این

این از صورت این در است متغیر ی شامل نظر مورد جمله که کنیم تاکید این بر اگر حال شود. سردرگم موجب

گرفته�ایم. بهره حقیقت
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مجرد اصطلاحات با را خودارجاع مفهوم �توان م پس نیست. �شود، م برده کار به زین جای عمل

صورت به مناسبی زین جای با (D) در معادل�سازی که ل به�این�ش کرد، توصیف زبان ناوابسته�ی و

ی فقط « » علائم بین در زبان ش ی دادن قرار که حقیقت این از استفاده (با �یابد م تغییر زیر
است).٢ آن ذاری نام راه

�شود». م آن درون متغیر زین جای «اسم، با است هم�ارز �رود» م به�کار خود مورد (E)«در

این برای زبان، ش ی �دهد م نشان که نتیجه�ای دارد، را خود به منحصر نتایج تفسیر این پذیرفتن اما

مفهوم این بایست لذا باشد، واحد متغیر دارای بایست رود، به�کار خودش برای بامعن صورت به که

بر که گرلینگ پارادوکس اصلاح، این بدون که است ذکر شایان کنیم. تصحیح را خودنامصداق از

دروغگو پارادوکس از وفادار سازی صوری ی �تواند نم است صفت ی پارادوکس طبیعت پایه

برای را ( وصف عبارت یا صفت ی (نه واحد» متغیر با جمله «ی بایست یعن دهد. ارائه را

یعن شود، نادرست جمله ی به منجر رود به�کار خود مورد در اگر که کنیم تعریف خودنامصداق

وییم: ب بایست (E) از استفاده با

در جمله اسم ذاری جای با که جدیدی جمله�ی هر هرگاه است خودنامصداق واحد متغیر با جمله�ای

باشد. نادرست �آید، م دست به آن متغیر

�کند. م بیان خود مورد در را جدید مفهوم این کاربرد نتیجه که بیابیم را (B) متناظر جمله بایست حال

خودنامصداق x» جمله�ی «خودنامصداق»، صفت به وابسته واحد متغیر با جمله اینکه به توجه با

است: ل ش این به صفت این از «خودکاربردی» متناظر جمله (E) از استفاده با است، است»

است. نامصداق خود است» خودنامصداق x»(F)

�آید: م در زیر ل ش به است» خودنامصداق x» خودنامصداق، از بالا جدید تعریف از استفاده با

اسم ذاری جای با که جدید «جمله

است» نادرست �آید م دست به آن درون متغیر برای x جدید جمله

و �رسند نم نظر به طبیع آن�ها از کدام هیچ ول دارند وجود فواید همین با ذاری جای برای ری دی ٢حالتهای

.[٢١] شده�اند استفاده هم جای به گسترده�ای به�صورت
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�دهد: م دست به را ٣ فیندل پارادوکس (F) از استفاده با که

آن درون متغیر �جای به جمله اسم ذاری جای از حاصل «جمله جمله اسم ذاری جای از حاصل جمله

است. نادرست آن درون متغیر جای به است» نادرست

نادرست من [که �گوید م سخن خود مورد در واقعاً جمله این که کرد بررس �توان م مستقیم طور به

توصیف زین جای اگر که شده ساخته چنان جمله این چون�که �گوید) نم ر دی وچیزی ) هستم]

نادرست و شده ادعا که �آوریم م دست به را جمله�ای همان خود دهیم، انجام را جمله خود در شده

هیچ به آن پارادوکس طبیعت نهایتاً و بوده ساخت» «خوش کاملا جمله ی این آن، بر علاوه است.

فوراً را آن �توان م یعن بوده، « زبان «مستقل کاملا نیز و ندارد بستگ محتمل شناخت زبان حقیقت

اصل پارادوکس از نسخه ی داشتن با بالاخره پس کرد. ترجمه ( طبیع چه صوری (چه زبان هر به

منطق سیستم�های در مجرد صورت به را آن �توانیم م شده، بیان نقص و بی�عیب عادی زبان در که

کنیم. امتحان را آن حل برای ن مم راه�های بتوانیم تا کنیم درج شناخت زبان

پارادوکس�ها صوری حل ٣.٣

اسمولین مجرد سیستم ١.٣.٣

که است پارادوکس تنها شوند، صوری توانستند تاکنون که پارادوکس�هایی میان از فیندل پارادوکس

شامل بایست سیستم چنین که است واضح است. انتزاع سیستم ی نیازمندی�های حداقل شامل

عبارت به باشد. پارادوکس نوشتن منظور به شده استفاده طبیع زبان اعضای از صوری نسخه�ی

جملات از دسته آن و �نامیم) م عبارت را آن�ها (که حروف رشته ی از صوری نسخه شامل ر دی

کواین .[٩] �کند م استفاده گودل ناتمامیت قضیه صوری غیر بررس برای را سان ی ساختار با جملات ٣فیندل

غلط جای به ناقضیه مفهوم از نویسنده دو هر �کند. م فرمول�بندی ٣٠٧ صفحه [١۶] مرجع در را چنین این جمله�ای هم

زبان کردن فرموله دنبال به آن�ها داده�ایم، انجام ما که کاری برعکس درست کاری انجام با زیرا کرده�اند، استفاده بودن

نبود در آن�ها که را جملات �توان م ونه چ که نیست روشن ما بر حال این با بوده�اند. گودل صوری جمله از مشترک

کرد. تحلیل را آورده�اند دست به بودن ناقضیه مورد در تکنی مفاهیم از طبیع زبان قرین
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صوری، اصطلاح (در هستند متغیره� ی که جملات و باشند غلط یا درست �توانند م که با�معن

از مجموعه ی باید سیستم چنین آن، بر علاوه باشد. �نامیم) م فرمول را مجموعه دو این اعضای

نحوه بیان جهت طرح دو نیز و �کنند م بازی را زبان اشیای نام�های نقش که باشد داشته را اشیایی

دلخواه مجموعه وسیله به �تواند م درست مفهوم نهایتاً، باشد. داشته زین جای نوع آن نام�گذاری

درست�اند. مجموعه این اعضای که بود خواهد این بر فرض شود. بیان شده صوری جملات از

�کنیم: م تعریف ،f : X → Y تابع هر و Z ⊆ X و X, Y مجموعه�ی دو هر برای

X − Y = {x ∈ X : x /∈ Y } X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }

.f ∗Z = {y ∈ Y : ∃x ∈ Z f(x) = y}

تعریف تا آماده�ایم اکنون �شود. م داده نمایش f−1 وسیله�ی به f معکوس باشد، �به�ی ی f اگر

است. [٢٠] منبع در شده ظاهر مفهوم از شده تعدیل نسخه�ی که دهیم ارائه

اگر: است مجرد صوری سیستم ی S = ⟨E, S, F,N, g, σ⟩ .١.٣.٣ تعریف

عباراتاست Eمجموعه .F∩N = ∅ استکه دلخواه مجموعه Nی و ∅ ̸= S ⊆ F ⊆ E (i)

�باشند. م صوری اسام و صوری جملات فرمول�ها، از مجموعه�ای ترتیب به N و S ،F و

H ⊆ F هر ∁Hبرای = F −H �کنیم م تعریف هستند. درست� فرمول�های ،F −S اعضای

.X∁ = N −X �دهیم م قرار X ⊆ N هر برای و

است. S نام�گذاری تابع g است. N بتوی F از �به�ی ی نگاشت ی g (ii)

حروف از سیاه قلم وسیله�ی به را g تحت زیرمجموعه این تصویر ،F از زیرمجموعه هر برای

در ،H ⊆ F اگر مثال طور به �دهیم. م نمایش بود، شده تعریف مربوط زیرمجموعه�ی در که

خواهیم پیدا نیاز زیر حقیقت به آینده در �شود. م داده نمایش H وسیله به g∗H صورت این

.∀H ⊆ F : g∗(H∁) = (g∗H)∁ = H∁ کرد:

تعریف نامیم. S در جانشین نگاشت ی را آن که است S به F × N از نگاشت ی σ (iii)

.∀φ ∈ F, n ∈ N : σ(φ, n) = φ[n] �کنیم: ⋐⋑م
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کنید فرض کنیم. فرمول�بندی S در را فیندل پارادوکس صوری نسخه�ی �کنیم م سع اکنون

جملات ر، دی عبارت به است. S از همه�یجملاتدرست شامل و بوده دلخواه مجموعه�ای T ⊆ S

است، متغیر ی دارای که σ معمول زبان جمله�ی هر مورد در به�علاوه، �باشند. م غلط T از بیرون

�دهیم. م نشان σ(q) با خلاصه صورت به را آن متغیر جای به q زبان عبارت ذاری جای نتیجه�ی

نام جانشین از آمده دست به جدید «جمله�ی عبارت و peq با را e مانند معمول زبان عبارت هر نام

وسیله�ی به فیندل پارادوکس حال، �دهیم. م نشان p با را است» غلط آن، در متغیر برای x جمله�ی

�شود: م تعریف چنین ff = p(ppq)(١.٣)

x[g(x)] ،x فرمول در صوری نام این زین جای نتیجه�ی و است g(x) ،x فرمول صوری نام اکنون

نام جانشین از آمده دست به جدید «جمله�ی عبارت از صوری نسخه�ی x[g(x)] بنابراین است.

p ،S توسط شده تولید نمادگذاری بردن کار به با نتیجه، در است. آن» در متغیر برای x جمله�ی

x[g(x)] /∈ T �دهیم: م نشان p با را آن که �شود م زیر جمله�ی متناظر

نباشد. تا ی جمله �شود م سبب این که است متغیر ی دارای فوق عبارت که است ذکر به لازم

این کند. تغییر �شود، م زین جای متغیر این برای که جمله�ای نام با است ن مم آن به مرتبط ش

دست به است، صوری نسخه�ی شامل که p همان یا x[g(x)] صوری نسخه�ی از نامعین، خصوصیت

فرمول ی نام زین جای از بعد تنها که آوردیم دست به متغیر بدون جمله�ای ما بنابراین �آید. م

به وابسته عبارت ی کل طور به p اکنون، باشد. غلط یا درست بتواند ،p در متغیر برای φ ∈ F

عبارت�های در p از طبیع زبان فرمول�بندی ی آن هم هنوز �رود. م کار به S مورد در اما نیست S

مجموعه عضو لذا نیست g نام�گذاری تابع دامنه در p که آنجایی از است. S مجرد صوری سیستم

ppq صوری نسخه�ی بنابراین �شود. نم محسوب صوری نام ی عنوان به و نبوده S عبارت�های

(١.٣) در که را خود فرمول�بندی روند �توانیم نم ما که �دهد م نشان این نتیجه، در ندارد. وجود

آوریم. دست به را f از صوری نسخه�ی ،p در متغیر برای صوری نام ذاری جای با و دهیم ادامه بود،

کنیم. احیا خود صوری قالب در را پارادوکس بایست لذا
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شده صوری دروغگوی پارادوکس ۴.٣

عنوان به �تواند م مقابل نظر نقطه شد،از اشاره قبل بخش در f کردن صوری مورد در که محدودیت

در p گرچه واقع، در برسد۴. سامان به �تواند م واقعاً روند این آن تحت که شود گرفته نظر در شرط

باشند آن بیانگر �توانند م طریق به که باشند داشته وجود S از اعضایی است ن مم اما نیست، S

از مشترک حالت «بیانگر �توانند م حالت�ها، برخ در اعضا، این البته کنند. بازی S در را pنقش و

�تواند نم آن بنابراین بنامیم، متغیر ی با فرمول ی را p فرضکنید حال باشند. p عنوان به اعمال»

φ ∈ F ی نام زین جای از بعد تنها که آوردیم دست به فرمول ی واقع در باشد. غلط یا درست

داشته را خاصیت این که صوری عبارات آن باشد. داشته درست ارزش ی ، p در متغیر جای به

تاثیر» همان «با ،π همانند فرمول ی دنبال به ما لذا �باشند. م S از درست فرمول�های فقط باشند

باشند، درست زمان ی در بایست p و π که است معن این به وضوح به که �گردیم م p عنوان به

یعن pتعریف بنابر این و باشند درست سان ی فرمول�های برای تنها بایست هردو ر، دی عبارت به

،π[g(φ)] ∈ T اگر تنها و اگر φ[g(φ)] /∈ T :φ ∈ F هر برای

:n ∈ N هر برای معادلا π[n].یا ∈ T اگر تنها و اگر g−1(n)[n] /∈ T(٢.٣)

روش ی در را مجرد صوری سیستم ی فرمول چنین وجود که �سازد م روشن بالا در ما بحث

نام اگر و �کنند م صدق p در که فرمول�هایی از (مجموعه�ای شده داده ش که اصول شده�ی تضمین

بحث مورد سیستم داخل در بتواند �سازند) م درست را آن شود زین جای p در متغیر جای به آن�ها

بیانگر مربوط، اشیای از مجموعه هر به خاصیت این توسیع بنابراین، �کند. م توصیف شود، واقع

است. صوری سیستم ی �شود) م نامیده توانایی اغلب که چیزی (یا بیان قدرت

گوییم باشند. دلخواه X ⊆ N و T ⊆ S و مجرد صوری سیستم ی S فرضکنید تعریف٣.۴.١.

n ∈ N هر برای که باشد داشته وجود φ ∈ F هرگاه است (S (در T-نمایش�پذیر ،X

.φ[n] ∈ T اگر تنها و اگر n ∈ X

⋐⋑ نامیم. (S (در X ر T-نمایش را φ فرمول

.[٢٣] نمود امتحان را سیستم) نمودن (سازگار پارادوکس حذف اصول�مند طور به اول تارس روش این ۴با
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را (٢.٣) شرط که باشد {n ∈ N : g−1(n)[n] /∈ T} مجموعه�ی ر T-نمایش ،π اگر حال

ی تنها p اما کنیم. فرض S در p ر نمایش عنوان به را π �توانیم م صورت این در �کند، م حفظ

فرض p از صوری نسخه�ی عنوان به �تواند م π که است S عبارت�های میان در p از فرمول�بندی

صوری نسخه�ی یافتن منظور به را خود صوری�سازی روند �توانیم م که است معن این به این شود.

است، g(π) ،ppq به شده داده نسبت صوری ش مورد، این در واقع، در دهیم. ادامه f = p(ppq)

نسبت فیندل پارادوکس به که صوری جمله�ی این است. π[g(π)] ،f به شده داده نسبت ش بنابراین

از صوری نسخه�ی ما نتیجه در نیست. دروغگو پارادوکس سازی صوری جز چیزی است، شده داده

فوق: مفاهیم به توجه با آوردیم. دست به را دروغگو پارادوکس

است. π[g(π)] صوری جمله�ی شده، صوری دروغگوی پارادوکس

است گواه این و باشد غلط اگر تنها و اگر است درست عبارت صوری�اش، غیر معادل ل ش مشابه

حل راه خاصیت این بیان باشد. داشته وجود �تواند نم آن در موجود πی فرمول که حقیقت این بر

صوری غیر بحث از شده�ای صوری نیز برهان �کند. م ارائه صوری سیستم ی در ما پارادوکس برای

بود. خواهد

مجموعه�ی باشد. T ⊆ S و مجرد صوری سیستم ی S فرضکنید دروغگو). (قضیه ٢.۴.٣ گزاره

نیست. T-نمایش�پذیر ،{n ∈ N : g−1(n)[n] /∈ T}

مجموعـه�ی ر T-نمایشـ ،π که طوری به دارد وجود π ∈ F خـلف)، (فرض کـنید فرض برهان.

اگر تنها و اگر π[n] ∈ T ،n ∈ N هر برای آن در که است {n ∈ N : g−1(n)[n] /∈ T}

λ = π[g(π)] ∈ T صورت این در .λ = π[g(π)] و m = g(π) �دهیم: م قرار .g−1(n)[n] /∈ T

g−1(g(π))[g(π)] /∈ T اگر تنها و اگر g−1(m)[m] /∈ T اگر تنها و اگر π[m] ∈ T اگر تنها و اگر

⊞⊞ است. تناقض این و λ؛ = π[g(π)] /∈ T اگر تنها و اگر

باشیم، صادق کاملا اینکه برای داریم. را دروغگو پارادوکس از صوری نسخه�ی نهایت در لذا

طور به یا نیست. آسان صوری غیر عبارت�های تعبیر چون نیست جالب زیاد ل ش این در پارادوکس

بایست آن، ذات درک برای نیست. آسان گفته، موردشسخن در پارادوکس که چیزی فهمیدن ساده،

کنیم. شفاف است، نهفته تلاش�ها همه�ی هسته در که ابتدایی�اش مفهوم نام�گذاری وسیله�ی به را آن
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دروغگو قضیه�ی تعمیم ۵.٣

رفته کار به مفاهیم دقیق تجزیه ان ام دروغگو پارادوکس از صوری نسخه�ای عنوان به دروغگو قضیه

توجه ری دی مهم نکته به تحلیل و تجزیه این بررس از قبل �کند. م فراهم را اصل پارادوکس در

پرسش پاسخ که کرده�ایم استفاده مطلب این از ما نمایش�پذیری، تعریف کردن صوری در �کنیم. م

جمله آن درست به است، قبول قابل یا موافقت قابل رضایت�بخش، شده داده جمله ی آیا اینکه

محیط شرایط بین کفایت یا صریح تناظری معنای به جمله ی درست ر، دی طرف از دارد. بستگ

�شویم. م متوقف لحظه�ای برای اینجا رفت. پیش خوب تاکنون است۵. شده گرفته نظر در جمله و

ر دی روش یا روش ی توسط جملات به حقایق کننده�ی متصل مفهوم تنها معنایی هیچ به درست

را�ه�های شاید حقیقت، در بود. نخواهد نمایش�پذیری تعریف کردن صوری برای پایه تنها پس نیست،

صوری�سازی به کمابیش که باشند داشته وجود درست از غیر به ری دی کفایت�های معیار و ر دی

کنیم. فکر مختلف حوزه�های در بودن، تایید مورد یا احتمال مفاهیم به است کاف �شوند. م منجر

قوی�تری مفاهیم ر، دی جهت در هستند. درست یا حقیقت از ضعیفتری مفاهیم ، روشن به آنها

در که بود بهتر بودن، دقیق�تر برای است. اثبات�پذیری البته، آنها، انتخاب واضح�ترین که دارند وجود

چون کنیم، صحبت اثبات�پذیری�ها مورد در یعن کنیم، صحبت جمع صورت به اثبات�پذیری مورد

یا دهنده بسط �توانند م که را اثبات�پذیری از مختلف مفاهیم �توان م طبیع خیل صورت به که

واقع در ما پذیرفت. برهان عنوان به باشند، منطق استنتاج�های از ما فهم حلقه�ی کننده�ی محدود

بررس ادامه در را اثبات�پذیری شده�ی پذیرفته عام طور به مفهوم برای ن مم اصلاحات این از برخ

معیارهای این از هرکدام شامل تا دهیم تعمیم را بحث که است طبیع هرحال، به کرد. خواهیم

ه بل نگیریم، نظر در نمایش�پذیری تعریف تنها عنوان به را بالا در ما تعریف و باشد ن مم کفایت

مجموعه�هایی بیانگر صوری، جملات از متفاوت مجموعه�های متناظراً، باشد. آن�ها از ی فقط

اطلاع تا و �کنند م برآورده را متفاوت ن مم کفایت شرایط که بود خواهند صوری غیر جملات از

از تعریفمان حقیقت، این از یادآوری عنوان به شد. نخواهد متناظر آن�ها به خاص معن هیچ ثانوی

�کنیم. م تکرار ،(T مجموعه (حذف معنایی بار بدون حرف کاربردن به با را نمایش�پذیری

نمود. انتخاب �توان م که است درست نظریه از مستقل صوری غیر بحث این ۵نتیجه
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گوییم باشند. دلخواه X ⊆ N و A ⊆ S و مجرد صوری سیستم ی S فرضکنید تعریف٣.۵.١.

،n ∈ N هر برای که طوری به باشد داشته وجود φ ∈ F اگر است (S (در A-نمایش�پذیر ،X

.φ[n] ∈ A اگر تنها و اگر n ∈ X

⋐⋑ است. φ وسیله�ی به شده A-نمایش�پذیر ،X یا (S (در X ر A-نمایش ،φ گوییم

است چیزی همان g−1(n)[n]عبارت ، ش بدون بازگردیم. دروغگو قضیه�ی به �توانیم م اکنون

چیز همه که �رسد م نظر به �کند. م منع درک، قابل روش ی به صوری�اش غیر تعبیر از را ما که

وسیله به آن به توجه از �توانیم نم مطمئناً، شویم. رها آن قید از بتوانیم اگر بود خواهد ساده بسیار

جدید «جمله�ی جمله�ی از صوری نسخه�ای تنها g−1(n)[n] که دلیل این به بپرهیزیم. روش�ها برخ

،(E) بنابر که است آن» وسیله�ی به شده ذاری نام جمله�ی در n زین جای وسیله�ی به آمده دست به

وسیله�ی به شده نام�گذاری جمله�ی از حاصل آمده دست به جدید «جمله�ی عبارت از �شده�ای صوری

واضح و ارجاع خود فرمول�بندی جز نیست چیزی g−1(n)[n] ر، دی عبارت به است. خودش» در n

ظاهر دروغگو پارادوکس از فرمول�بندی هر در پارادوکس، در مرکزی�اش نقش علت به که است

این ما کند. مهار را آن بتواند که کنیم صوری سیستم به منحصر را خودمان ما اینکه ر م شد، خواهد

شامل که �کنیم م امتحان را صوری سیستم�های آن تنها ر، دی عبارت به داد، خواهیم انجام را روش

ملموس بسیار مثال�های شوند. بیان سیستم در خودارجاع صورت به بایست که فرمول�هایی�اند

به که هستند طبیع زبان به�وسیله شده القا سیستم�های همان خاصیت این با صوری سیستم�های از

.[٩] هستند خودارجاع مفهوم خود به راجع عبارات شامل که �باشند م قوی اندازه�ای

،X ⊆ N هر برای اگر باشد. A ⊆ S و مجرد صوری سیستم ی S کنید فرض .٢.۵.٣ تعریف

-A نیـز {n ∈ N : g(g−1(n)[n]) ∈ X} مجموعـه آنگـاه باشـد، A-نمایـش�پذیر ،X که زمانـ

⋐⋑ نامیم. A به وابسته خودارجاع ی را S آنگاه باشد، نمایش�پذیر

نقشمرکزی و �کند م حفظ را ریاض منطق از ثابت نقطه لم در شده شرایطصوری ، خودارجاع

ی عنوان به خودارجاع که دید خواهیم ادامه در �کند. م ایفا صوری سیستم محدودیت�های در را

سیستم�های بیشتر ر، دی عبارت به �شود. م ظاهر محدودیت�ها این با مرتبط جمله�ی هر در شرط

آخرین �توانیم م ، خودارجاع مفهوم داشتن دست در با هستند. خودارجاع واقع، به حساب، صوری
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دروغگو قضیه�ی در نقشدوگانه�ای T مجموعه�ی اینکه به توجه با برداریم. را صوری�سازی روند از گام

اصل نتیجه�ی ، خودارجاع کاربرد همراه به دروغگو قضیه�ی از اصلاح این �کند، م ایفا (٢.۴.٣)

پارادوکس از یافته توسیع نسخه�ی که زیر قضیه�ی حقیقت، در �دهد. م دست به را ما تحقیقات از

صوری استدلال محدودیت�های درگیر قضیه�های و اولیه پارادوکس بین اصل ارتباط است، دروغگو

کرد. خواهد بیان را

و A ⊆ F و مجرد صوری سیستم ی S کنید فرض دروغگو). قضیه�ی (توسیع ٣.۵.٣ قضیه

دارد وجود λ ∈ S صورت این در باشد. B-نمایش�پذیر ،A∁ و B به نسبت خودارجاع S و B ⊆ S

.S ∩ A ̸= B �دهد: م نتیجه این و .λ ∈ B اگر تنها و اگر λ /∈ A که:

مجموعـه�ی پس است، B به نسبت خـودارجاع S و B-نمایش�پذیـر ،A∁ که آنجایـ از برهان.

به دارد وجود π ∈ F صورت این در که است. B-نمایش�پذیر نیز {n ∈ N : g(g−1(n)[n]) /∈ A}

m = g(π) دهید: قرار .g(g−1(n)[n]) /∈ A اگر تنها و اگر π[n] ∈ B ،n ∈ N هر برای که طوری

تنها و اگر λ = π[g(π)] ∈ B ر دی طرف از و λ ∈ S طرف ی از صورت، این در .λ = π[g(π)] و

اگر تنها و اگر g−1(m)[m] /∈ A اگر تنها و اگر g(g−1(m)[m]) /∈ A اگر تنها و اگر π[m] ∈ B اگر

λ ∈ S ی توانستیم صورت این در که .λ = π[g(π)] /∈ A اگر تنها و اگر g−1(g(π))[g(π)] /∈ A

⊞⊞ .λ /∈ A اگر تنها و اگر λ ∈ B که بیابیم

صوری سیستم مورد در زیادی چیز قضیه این که �رسد م نظر به ، انتزاع لفظ�گذاری چنین با البته

معمول اشیای که منطق مفاهیم برای لفظ�گذاری این به�کاربردن از قبل �گوید. نم مربوط، ریاض

کاربردش وسیله�ی به �تواند م که دهیم شرح را روش داریم دوست �باشند، م ما ریاض پژوهش در

استفاده است، نشده آزموده معمولا که محدود گام تعداد ی از کمتر در اثبات�پذیری مفاهیم در

دارند وجود مفهوم این به مربوط مهم نتایج
)
است جالب بسیار روش این شهودی معنای شود.

�کنند، م بیان را کرایسل حدس از بازگویی نوع به که هستند دسته�ای آن آن�ها جالبترین شاید که

که �کند م ادعا چنین کرایسل حدس �سازند. م روشن را ناتمامیت حسابی طبیعت نتایج این زیرا

ی و باشند اثبات�پذیر φ(x) فرم به فرمول ی از φ(n) عددی مثال�های تمام اگر پئانو حساب در

عموم جمله صورت این در باشد، داشته وجود n هر ازای به φ(n)اثبات کوتاهترین برای بالا کران
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متفاوت نسخه�های برای را کرایسل حدس نیز پودلَ و باز پاریخ، است. پذیر اثبات نیز ∀xφ(x)

مجموعه�ی �توانیم م صوری، غیر ریاض سیستم از تقلید به .
(
[١۵] و [٢] کرده�اند اثبات حساب

ی انتخاب از بعد کنیم. تعریف زیر ل ش به را D مجرد صوری سیستم ی در اثبات�پذیر جملات

مفهوم ی استنتاج جهت قواعد از مجموعه ی و �شوند م نامیده اصول که جملات از مجموعه

که �کنیم م تعریف مفاهیم از متناه رشته ی عنوان به را برهان ی مفاهیم، مجموعه�ی ی از

ی �آید. م دست به �اش قبل مفاهیم از استنتاج قواعد وسیله�ی به یا و بوده اصل ی مفهوم هر

عدد هر برای اکنون، باشد. برهان ی از مفهوم آخرین هرگاه گوییم قضیه ی یا اثبات�پذیر را جمله

در مرحله n از کمتر در اثبات�پذیر جملات مجموعه�ی عنوان به را Pn مجموعه�ی ،n مثبت صحیح

وضوح به باشد. D از اثبات�پذیر جملات همه�ی مجموعه�ی P کنید فرض به�علاوه، �گیریم. م نظر

P و Pn عنوان به را B و A (٣.۵.٣) دروغگو قضیه�ی توسیع در اگر بنابراین ،Pn ⊆ P ،n هر برای

داریم: کنیم، تعبیر

،P∁
n اگر ،nمثبت صحیح عدد هر برای باشد. خودارجاع P به نسبت D کنید فرض .۴.۵.٣ گزاره

.P − Pn ̸= ∅ صورت این در باشد، P-نمایش�پذیر

آن�ها به ما که سیستم�هایی در کرد. بررس مستقیم طور به �توان م را خودارجاع .٢ یادداشت

عنوان به �تواند م Pn ،n هر برای �شود، م مربوط P∁
n P-نمایش�پذیری به که جایی تا علاقه�مندیم

عنوان به اصول حـقیقت در شود. توصیف متناه برهان�های طرح�های آخر جملات مجموعه

استنتاجـ قاعـده�های از کدام هر به�کاربردن نتیجه و شده�اند داده فرمولـ طرح�های از مجموعه�ای

آوردن دست به است. فرمولـ طرح ی دوباره فرمولـ طرح�های از مجموعه ی روی متناه

از متناه مجموعه ی به متعلق فرمول�های اسـام شامل که مجموعـه�ای متمم ر P-نمایش فرمول

نشان برای روشغیرمستقیـم ی سـرراستدارد. ساختار ی خود نوبه به �باشد، م فرمول طرح�های

مفهوم فرمول�بندی�های همه بودن معادل درباره چرچ قضیه به ارجـاع با P∁
n P-نمایش�پذیری دادن

طرح�های از متناه مجموعه ی Pn که آنجـا از واقع، در دارد. وجود تصمیم�پذیری غـیرصوری

تصـمیم�پذیر نه، یا باشد Pn در شده داده فرمول نام اینکه از نظر صرف مسئله این �باشد م فرمولـ

عـنوان به را P∁
n P-نمایش�پذیری حــقیقت، این از ن ممـ فرمول�بندی یـ ر، دی سـوی از است.

⋐⋑ باشد. دارا لازم شرط ی
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عدد هر برای را گزاره شرط حساب، شده�ی صوری سیستم�های اکثر که حقیقت این اثبات

تفسیر برای صوری محاسبات بودن زیاد حال، این با است. ساده بسیار �باشند، م دارا مثبت صحیح

برای که است آن بیانگر این و نیست. مناسب است] شده آورده (٢) یادداشت [در ما تکنی غیر

در �توانند نم که دارند وجود سیستم در قضایایی باشد، بزرگ هم اندازه هر ،n صحیح عدد هر

�کنند. م اثبات را جدیدی قضایای ، طولان دلخواه به برهان�های یعن شوند، اثبات مرحله n از کمتر

نیازمند برهانشان که �دارد م بیان را قضایایی وجود چون است، ناتمامیت از عمل بیان نوع این

اثبات هرگز ول اثبات�پذیرند علم نظر از آن�ها گرچه نتیجه، در و است زمان از طولان دوره�ی

به خاصیت این ر، دی بعد از داشت. نخواهد آن�ها اثبات برای کاف زمان انسان زیرا شد نخواهند

وجود قضایایی که ل ش این به �دهد، م نشان را مربوط صوری سیستم بودن بی�کران رسم طور

صوری سیستم پایان�ناپذیری و پیچیدگ و توانگری این و دارند فاصله۶ اصول از دلخواه به که دارند

برای ادراک چهارچوب ی که �گردیم بازم مجردی صوری سیستم آن به اکنون �کند. م ادعا را

�دهد. م را ریاض فعالیت�های جنبه�ی از ما، نظری پژوهش�های

منطق سیستم�های محدودیت�های ۶.٣

مطابق بایست منطق که را متداول نیازمندی�های حداقل دروغگو، قضیه�ی توسیع از استفاده جهت

از مشخص مجموعه�ی دو دارای بایست سیستم چنین وضوح، به �کنیم. م فرمول�بندی باشد، آن با

ر عمل تعبیر به قادر نیز و بوده �شوند، م تعبیر درست جملات و اثبات�پذیری عنوان به که جملات

چنین پایه�ای خصوصیات تعریف برای مفاهیم برخ نیازمند آن، بر علاوه باشد. نقیض منطق

هستیم. سیستم

باشد: دلخواه مجرد صوری سیستم ی S کنید فرض .١.۶.٣ تعریف

از مرتب زوج ی که تابع واقع، در است. عامیانه اصطلاح ی از فراتر هستند دور هم از جمله دو وییم ب ۶اینکه

مفهوم ی عنوان به �توان م را �دهد م نسبت را دوم جمله به اول جمله از استنتاج کوتاهترین طول و �گیرد م را جملات

توسیع جملات مجموعه به را فاصله مفهوم �تواند م مشخص فرم ی در که گرفت نظر در کلمه دو فاصله از مستقل

کند. برآورده را آنالیز در ( مثلث نامساوی (بالاخص بودن فاصله تابع شرایط بایست تابع چنین ر، دی عبارت به دهد.
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است منطق سیستم ی L = (S, P, T,′ ) که گوییم باشند. دلخواه P, T ⊆ S کنید فرض (i)

که: باشد F به F از نگاشت ی ′ هرگاه

φ ∈ S اگر تنها و اگر φ′ ∈ S (a1)

φ ∈ T اگر تنها و اگر φ′ /∈ T :φ ∈ S و n ∈ N هر برای (a2)

φ[n] ∈ T اگر تنها و اگر φ′[n] /∈ T (b1)

φ[n] ∈ P اگر تنها و اگر φ′′
[n] ∈ P (b2)

φ′[n] ∈ P اگر تنها و اگر (φ[n])′ ∈ P (b3)

است. φنقیض φ′ و �شوند م نامیده درست جملات و اثبات�پذیرها از مجموعه�هایی T و P

.H ′ = {φ ∈ F : φ′ ∈ H} �کنیم: م استفاده H ⊆ F هر برای را زیر نمادگذاری اکنون

باشد: منطق سیستم ی L = (S, P, T,′ ) کنید فرض (ii)

است. ناسازگار صورت این غیر در P؛ ∩ P ′ = ∅ هرگاه است سازگار L گوییم (a)

است. ناتمام صورت این غیر در P؛ ∪ P ′ = S هرگاه است (کامل) تمام L گوییم (b)

.P ⊆ T هرگاه است درست L گوییم (c)⋐⋑

صدق آن در بایست �دار معن منطق سیستم هر استکه شرایط از ی سازگاری استکه واضح

نقیضش، و جمله هر برای است؛ تناقض از رها سیستم که است این معنای به سازگاری زیرا کند

مجموعه�ی به�علاوه، باشد. اثبات�پذیر جملات مجموعه�ی به متعلق �تواند م آن�ها از ی حداکثر

اجازه درست جملات فقط بماند؛ درست سیستم که انتخابشوند طوری بایست اثبات�پذیر جملات

است، صوری سیستم تمامیت آزمودن ما اصل دغدغه�ی ر، دی عبارت به شوند. اثبات باشند داشته

حداقل نقیضش، و دلخواه جمله�ی ی برای تمام، سیستم�های در است. سازگاری دوگان که بیشینگ

حقیقت این از تاحدی مفهوم این اهمیت است. اثبات�پذیر جملات مجموعه�ی به متعلق آن�ها از ی

و اگر کامل�اند آن�ها از هرکدام هستند، درست جالب سیستم�های همه�ی چون که �آید م دست به
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δ ∈ T که دارد وجود δ /∈ P که �دهد م نتیجه P ̸= T ، درست فرض با P،[زیرا = T اگر تنها

P = T اگر بنابراین ،T ∪ T ′ = S داریم تعریف بنابر ر دی سوی از .δ′ /∈ P یعن این و (δ′ /∈ T)

اثبات�پذیرند. درست، جملات همه�ی یعن [.P ∪ P ′ = S آنگاه

سازگار و کامل S منطق سیستم ی که �شود م نتیجه تمامیت و تعریفسازگاری از بلافاصله اکنون

هیچ نیازمند دروغگو قضیه�ی توسیع و معادله این میان رابطه�ی .٧S −P = P ′ اگر تنها و اگر است

صورت این به �دهند، م را ناتمامیتگودل قضیه�ی از مجرد نسخه�ی ی باهم دو آن نیست، توضیح

دفع را ر همدی تمامیت و سازگاری نمایش�پذیری، و خودارجاع به مربوط مناسب شرایط تحت که

خود به ل ش دروغگو قضیه�ی توسیع ، منطق سیستم در خود کردن محدود با ، طرف از �کنند. م

نتیجه را صوری سیستم محدودیت�های با مرتبط اساس قضیه�ی سه از انتزاع نسخه�ی که �گیرد م

منطق اصول از متفاوت بیان�های قضیه�ها این که است این نشان�دهنده�ی حقیقت این �دهد. م

�باشند٨. م سان ی

باشد. دلخواه منطق سیستم ی L = (S, P, T,′ ) دهید قرار .٢.۶.٣ قضیه

باشد. P-نمایش�پذیر ،P و P به نسبت خودارجاع L کنید فرض (a) (i)

است. ناتمام Lصورت این در باشد، سازگار L اگر

باشد. T-نمایش�پذیر ،P و T به نسبت خودارجاع L کنید فرض (b)

.T − P ̸= صورت∅ این در باشد، درست L اگر

صورت این در باشد. T به نسبت خودارجاع L که کنید فرض (ii)

نیست. T-نمایش�پذیر ،T

صورت این در باشد. P به نسبت ارجاع خود ،L که کنید فرض (iii)

�باشند. م S از افرازی {P, P گفت{′ �توان م ر دی عبارت ٧به

کرده مطالعات صوری سیستم محدودیت�های با مرتبط قضایای از انتزاع نسخه مورد در [٢٠] مرجع در ٨اسمولین

که گفت �توان م حداقل یا است نگرفته نظر در را آن�ها منطق معمول ساختار ایشان ظاهراً که اینجاست جالب است.

نداشته�اند. بررس ارزش برایش
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نیست. P-نمایش�پذیر ،P∁

دروغگو قضیه�ی توسیع از متفاوت ل�های ش آوردن دست به جهت که �هایی زین جای ابتدا برهان.

�کنیم: م لیست را است نیاز (٣.۵.٣)

A = P ∁, B = P ′ (a) (i)

A = P, B = T (b)

A = T, B = T (ii)

A = P, B = P (iii)

،C ⊆ S مجموعه�ی هر برای که، �آید م دست به تعریف از مستقیم طور به جزئیات، به شدن وارد با

وسیله�ی به T-نمایش�پذیر ،C∁ صورت این در باشد، φ ∈ F وسیله�ی به T-نمایش�پذیر ،C اگر

P-نمایش�پذیر ′ ،Cصورت این در باشد، φ ∈ F وسیله�ی به P-نمایش�پذیر ،C اگر و است φ′ ∈ F

را P ′ به نسبت �اش خودارجاع ،P به نسبت S خودارجاع به�علاوه، است. φ′ ∈ F وسیله�ی به

داریم: است، نیاز که جایی در حقیقت�ها این از استفاده با �دهد. م

که ،S − P ̸= P ′ داریم دروغگو قضیه�ی توسیع از لذا و (g∗(P ∁))∁ = (P∁)∁ = P (a) (i)

سازگار S اگر تنها و اگر S − P ⊇ P ′ زیرا داریم نیاز ما که است چیزی همان واقع در

باشد. تمام S اگر تنها و اگر S − P ⊆ P ′ و باشد

.P ̸= T دروغگو قضیه�ی توسیع بنابر و P ⊆ T بنابراین است، درست S (b)

�دهد. م نتیجه را T ̸= T ،T∁ T-نمایش�پذیری دروغگو، قضیه�ی توسیع از (ii)

�دهد. م نتیجه را P ̸= P ،P∁ P-نمایش�پذیری دروغگو، قضیه�ی توسیع از (iii)⊞⊞

متناسب چرچ و تارس گودل، قضایای از نسخه�هایی عنوان به �توانند م فوق قضیه�ی جملات

و نحوی نسخه�ی شامل که اولیه بخش بر علاوه واقع، در فرضشوند. ، انتزاع منطق سیستم ی با
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٩ ردشدن و اثبات�پذیری بین رابطه�ی ترتیب به که است، گودل ناتمامیت قضیه�ی از انتزاع معنایی

قضیه�ی از تعمیم ی که بخش سومین و دومین دارای �کند، م بیان را درست و پذیری اثبات بین و

از مجرد نسخه�ی ی عنوان به �تواند م که عبارت ی و ١٠ درست تعریف�ناپذیری روی تارس

علاوه است. شود، تعبیر واحد سیستم ی در پذیری اثبات تصمیم�ناپذیری درباره�ی چرچ قضیه�ی

�دهد م نشان برهانش ،(٣.۵.٣) دروغگو قضیه�ی توسیع برای معقول نقش هر اعطای با آن، بر

اثبات�پذیری�اند و درست اصطلاح به مربوط ن مم نتایج تنها چرچ و تارس گودل، قضایای که

قرار ریاض منطق از ادراک چهارچوب در دروغگو، پارادوکس از فرمول�بندی�هایی با �توانند م که

قضیه�های همه�ی از کل نسخه�های برخ شامل زیرا است، فراگیر جهت ی از قضیه این گیرند.

است، ( استنتاج روش�های (محدودیت�های اثبات�پذیری و درست با مرتبط شده�ی شناخته اصل

در استفاده مورد زبان صوری�سازی وسیله�ی به شده تعریف انتزاع مفهوم سطح در �توانند م که

ی از که �کند م بیان را نتایج این از ادراک سیستم قضیه، این شوند. صوری دروغگو١١، پارادوکس

طرف از و دروغگو) پارادوکس بوسیله�ی شده داده (نمایش منطق عموم قوانین وسیله�ی به طرف

�سازد. م روشن را شده ایفا متفاوت نقش�های مربوط، خاص سیستم خصوصیات وسیله�ی به ر دی

که حقیقت این اثبات در صوری، حساب ناتمامیت روی گودل اولیه نتایج ماهیت ، کل نظر این از

وجود شود، حفظ خاص مورد این در واقعاً خودارجاع و نمایش�پذیری به مربوط قضیه�ی شرایط

گیرد. قرار استفاده مورد حساب منطق سیستم�های در �تواند م قضیه بنابراین، دارد.

در که است روش شد نامیده گودل عددده که گودل هوشمندانه کارهای از ی .٣ یادداشت

از پیشرفته�تر انتزاع نسخه ی گزاره این حقیقت در باشد. اثبات�پذیر نقیضش هرگاه گوییم ردشدن را جمله ٩ی

صفحات١۴۵-١۴٣]. [١٣] و صفحات۶۴-۵۴ است[←[١١] صورتگرفته راسر توسط استکه گودل اصل قضیه

ندارد. درست مفهوم با ارتباط لزوماً که است نحوی کاملا مفهوم ی جمله این که است ذکر شایان
تعریف S سیستم داخل در �تواند نم S در درست مفهوم که �کند م ادعا چنین صوری غیر صورت به نتیجه ١٠این

.[١۵١ صفحه [١٣] و ١٧۶ صفحه [۶]←] شود
مورد در گودل قصیه �خورد، نم چشم به انجا در که صوری سیستم محدودیت�های مورد در مهم قصیه تنها ١١شاید

خودش سازگاری �تواند نم صورت ان در باشد سازگار حسابی سیستم اگر �دارد م بیان (که است سازگاری اثبات�ناپذیری

ناتمامیت قضیه صوری نسخه که چرا نیست ما صوری�سازی سطح در متفاوت قضیه ی عنوان به که کند) اثبات را

است. شده داده حساب) (سیستم عمیق�تر سطح ی در خود
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خصوصیت مهمترین حاصل نام�گذاری تابع که �شوند م داده نسبت طوری جملات به اعداد آن

همه شامل جمله هر نام که است خصوصیت این آن و باشد داشته را طبیع زبان�های در نام�گذاری�ها

این در معمول زبان ی جملات از مذکور نسخه (مشخصاً باشد شده نام�گذاری ش مهم اطلاعات

زبان�های بیان قدرت باشد مجهز نام�گذاری تابع چنین به که نام�گذاری سیستم است). ایده�آل مورد

P که است حقیقت این و خودارجاع خاصیت خصوصیات، این جمله از �برد. م ارث به را طبیع

زبان�های بیانگری قدرت با حساب بیانگری قدرت دقیق، غیر بیان ی در نمایشاست. قابل آن�ها در

⋐⋑ کند. خودشصحبت به راجع �تواند م هم حساب زبان که زیرا �باشد م مقایسه قابل طبیع

ببریم. به�کار عکس جهت از استاندارد غیر روش ی در را فوق قضیه�ی دهید اجازه اکنون

پئانو استاندارد حساب از یافته تضعیف نسخه�ی (ی جمع اعداد نظریه که داد نشان پرِسبورگر١٢

شماراست مفاهیم همه�ی مجموعه�ی سیستم، این در .[٨] است تمام ضرب) حذفعمل وسیله�ی به

نتیجه این است. تصمیم�پذیر نه، یا است اثبات�پذیر جمله�ی ی شده داده عبارت که سوال این و

جمله، هر برای تمامیت بنابر و است شمارا برهان�ها همه مجموعه که �شود م نتیجه حقیقت این از

به �تواند م ،g نام�گذاری تابع لذا باشد. برهان ی از عبارت آخرین بایست نقیضش یا جمله خود

این�که اساس بر را g(e) ،eعبارت هر برای تعریفشود. �شود، م بیان ادامه در که بازگشت، وسیله�ی

قبلا که �گیریم م فردی یا زوج طبیع عدد ترین کوچ ترتیب به نه، یا است اثبات�پذیر جمله�ی ی e

است. نشده انتخاب

g(e) =

 نشده انتخاب قبلا زوج عدد ترین کوچ است اثبات�پذیر عبارت e اگر

نشده انتخاب قبلا فرد عدد ترین کوچ است اثبات�ناپذیر عبارت e اگر

سیستم که آنجایی از ر، دی طرف از .P = T داریم مفروض سیستم بودن تمام و درست از حال

مجموعه�ی دو هر لذا �باشد م (∀y)(y + y ̸= x) و (∃y)(y + y = x) فرم به فرمول�های شامل

هم P∁ و P ،T سیستم، این در همچنین نمایش�پذیرند. ، طبیع فرد اعداد و طبیع زوج اعداد

نسبت سیستم این ،(٢.۶.٣) قضیه بنابر و است١٣) تعریف�پذیر درست (لذا T-نمایش�پذیرند و P

١٢M. Presburger

این واقع در کند. تعریف را خودش درست �تواند م که داریم سیستم از طبیع بسیار مثال ی ر، دی عبارت ١٣به

است. داده ارائه [١۴] مرجع در مای�هیل که است مثال از خودبیانگرتر و روشن�تر بسیار مثال
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ناتمامیت نتیجه�ی طرف ی از که حقایق این همراه به مثال این نیست. خودارجاع T یا P به

ناتمام�اند) سیستم�ها (لذا باشد نمایش�پذیر P که منطق سیستم�های خودارجاع از مثال�هایی گودل

سیستم�های این در P که �دهد م نشان (٢.۶.٣) ما قبل قضیه�ی ر، دی طرف از و �دهد م ارائه را

نیست، نمایش�پذیر سازگارند)، و درست تمام، سیستم�ها این (چون P = T که خودارجاع منطق

را تمامیت و نمایش�پذیری ، خودارجاع عموم خواص بین دوسویه تناظر از کامل توصیف ی

مورد در چیزی و بوده انتزاع منطق سیستم ی مورد در تنها فوق قضیه�ی حال، همین در �دهد. م

تصمیم�ناپذیری، و تعریف�ناپذیری ناتمامیت، اصل ماهیت به مربوط احتمال مفاهیم خصوصیات

سوال این است، بیشینه تعریف، بنابر جملاتدرست، مجموعه چون برایصراحتبیشتر، �گوید. نم

اثبات�پذیر جملات مجموعه عبارات مورد در تنها اثبات�پذیری، تصمیم�ناپذیری و ناتمامیت مورد در

احتمال ی چون کنیم، بررس را تصمیم�ناپذیری به مربوط سوال ابتدا دهید اجازه �شود. م مطرح

کار این برای کنیم. اصلاح راستا این در را دروغگو قضیه�ی توسیع بتوانیم که دارد وجود مشهودی

کاربردهای یا و منطق سیستم�های در دروغگو قضیه�ی توسیع بردن به�کار دارد: وجود روش دو

ری دی رد روی �توانیم م حقیقت، در برد. خواهیم به�کار را گزینه دو این از ی تنها ما آن. مستقیم

به �کند. م استفاده نمایش�پذیری، مفهوم از نسخه ی تعریف برای نقیض مفهوم از که برگزینیم را

در (٣.۵.٣) دروغگو قضیه�ی توسیع به�کارگیری از قبل دسترس�مان، در جدید خاصیت این وسیله�ی

برهان که روش در (دوباره کنیم اصلاح را قضیه برهان و ادعا �توانیم م ابتدا ، منطق سیستم�های

متقارن نسخه�ی است). شده حاصل نقیضش زین جای وسیله�ی به که دروغگو جمله�ی روی اولیه

�دهد. م را چرچ قضیه�ی از پایدار انتزاع نسخه�ی ی روش، این از حاصل قضیه�ی از

باشند: X ⊆ N و A ⊆ S و بوده منطق سیستم ی L = (S, P, T,′ ) کنید فرض .٣.۶.٣ تعریف

X که باشد موجود φی ∈ F اگر است (L A-نمایش�پذیر(در قویاً X گوییم ،X ⊆ N هر برای (a)

است. (L (در X ر A-نمایش قویاً ،φ باشند. A-نمایش�پذیر ،φ′ و φ به نسبت به�ترتیب X∁ و

A-نمایش�پذیر قویاً X که ،X ⊆ N هر برای اگر است A به نسبت خودارجاع قویاً L گوییم (b)

⋐⋑ باشد. A-نمایش�پذیر قویاً نیز {n ∈ N : g(g−1(n)[n]) ∈ X} مجموعه�ی است،

منطق سیستم ی L = (S, B, T,′ ) کنید فرض دروغگو). قضیه�ی متقارن (تعمیم ۴.۶.٣ قضیه

ی این�صورت در باشد. B-نمایش�پذیر قویاً A و B به نسبت خودارجاع قویاً L و بوده A ⊆ F و
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که: دارد وجود ی λ ∈ S

λ؛ ∈ B اگر تنها و اگر λ /∈ A (i)

.λ′ ∈ B اگر تنها و اگر λ ∈ A (ii)

وجود πی ∈ F �باشد، Bم به نسبت خودارجاع قویاً L و است B-نمایش�پذیر Aقویاً چون برهان.

تنها و اگر π′[n] ∈ B و g(g−1(n)[n]) ∈ A اگر تنها و اگر π[n] ∈ B، n ∈ N هر برای که دارد

و λ ∈ S صورت این در .λ = π′[g(π′)] و m = g(π′) کنید فرض . g(g−1(n)[n]) /∈ A اگر

اگر تنها و اگر g(g−1(m)[m]) /∈ A اگر تنها و اگر π′[m] ∈ B اگر تنها و اگر λ = π′[g(π′)] ∈ B

به .λ = π′[g(π′)] /∈ A اگر تنها و اگر g−1(g(π′))[g(π′)] /∈ A اگر تنها و اگر g−1(m)[m] /∈ A

π[g(π′)] ∈ B اگر تنها و اگر π′′[g(π′)] ∈ B اگر تنها اگر λ′ = (π′[g(π′)])′ ∈ B ر، دی عبارت

g(g−1(m)[m]) ∈ A اگر تنها و اگر g(g−1(m)[m]) ∈ A اگر تنها و اگر π[m] ∈ B اگر تنها و اگر

⊞⊞ �کند. م تمام را برهان این که ،λ = π′[g(π′)] /∈ A اگر تنها و اگر

اصل رده�بندی ،(٣.۶.٣) آن قوی نسخه�ی و (١.۵.٣) P-نمایش�پذیری مفهوم دو هر حال

منطق سیستم هر در �سازند. م فراهم کاربردی و عمل نظر نکته از را منطق سیستم�های از

نام�های همه�ی مجموعه P-نمایش�پذیری �کند، م تعریف را طبیع اعداد حساب که استاندارد

قرین ی �کند)، م برآورده را طبیع شرایط برخ (که ر دی منطق سیستم در اثبات�پذیر جملات

ی میان از �تواند م اثبات�پذیری ر، دی سیستم این در است. آن صوری غیر خاصیت از صوری

سیستم ی حضور در بنابراین .[(۴) [←یادداشت شود تعریف اصول از تصمیم�پذیر مجموعه�ی

-P که است طبیع است، شده ثابت روش�ها برخ از استفاده با که L = (S, P, T,′ ) منطق

،M = (S, Q, T,′ ) منطق سیستم ی در را نام�هایجملاتاثبات�پذیر همه�ی نمایش�پذیریمجموعه

ی توسط تعریف�پذیری�اش نظر نکته Mاز در اثبات�پذیری انتزاع شده�ی رده�بندی مفهوم عنوان به

معمول منطق سیستم�های در ر، دی عبارت به کنیم. انتخاب اصول، از تصمیم�پذیر مجموعه�ی

ی P-نمایشپذیری قویاً است)، طبیع اعداد از زیرمجموعه ی نام�ها مجموعه�ی (که حساب

مفهوم فرمول�بندی برای شده تدبیر معادل خاصیت چندین از ی ، طبیع اعداد از دلخواه مجموعه�ی

[←یادداشت(۵)]. است نباشد، یا باشد شده مطرح مجموعه�ی عضو عدد ی این�که تصمیم�پذیری



۵۴ دروغگو پارادوکس با ارتباط در چرچ و تارس گودل، قضایای .٣ فصل

به مربوط اثبات�پذیری تصمیم�پذیری از انتزاع نسخه�ی تعریف برای روشن روش ی حقیقت این

�کند. م پیشنهاد را علاقه�مندیم آن به ما که منطق سیستم

وجود تکنی کاملا روش ی که است معن این به اصول مجموعه تصمیم�پذیری .۴ یادداشت

در ما که صوری خاصیت �گیرد. م تصمیم جمله ی نبودن یا بودن موضوع اصل مورد در که دارد

صوری غیر مفهوم از صوری نسخه عنوان به محتمل انتخاب ی واقع در �کنیم م صحبت موردش

مجموعه وجود اثبات�پذیر، جملات اسام همه مجموعه P-نمایش�پذیری که معن این به است،

(که را حقیق ریاضیات که منطق سیستم�های همه در اولا، �دهد. م نتیجه را اصول از تصمیم�پذیر

�کنند، م صوری �کند) م تعریف دادیم، شرح مختصراً ۴۵ صفحه در که روش در را برهان مفهوم

وجود اصول از تصمیم�پذیر مجموعه ی استکه شمارا صورت در فقط اثبات�پذیر جملات مجموعه

مجموعه�ای که کنیم فرض اگر واقع در است، بدیه جهت ی از ارتباط این .[١٩] باشد داشته

عبارات دنباله�های همه مجموعه مربوط، سیستم�های در صورت این در باشد داشته وجود اصول از

که هستند شمارا هستند- متناه کلمه ی از منتخب نمادهای از متناه دنباله�ای خودشان -که

-دقیقاً استنتاج قواعد آن، بر علاوه �دهد. م نتیجه را مجرد تکنی روش ی خود نوبه به این

عبارات از دنباله ی که حقیقت این که تعریفشده�اند طوری - صوری غیر ریاضیات جهان همانند

باشد. تصمیم�پذیر متناه گام تعداد ی در نه، یا هست اصول از تصمیم�پذیر مجموعه برهان ی

برهان�ها مجموعه از شمارش ی عبارات، از متناه دنباله�های همه مجموعه از شمارش ی بنابراین

تمام اصول ثانیاً، است. شمارا نیز اثبات�پذیر جملات همه مجموعه بنابراین و �دهد م نتیجه را

سیستم ی در نتیجه، در شده�اند. ساخته تصمیم�پذیر روش ی از استفاده با حساب سیستم�های

از زیرمجموعه ی ، اسام از N مجموعه آن در (که A = (S, P, T,′ ) همانند حساب استاندارد

مجموعه هر شمارایی خود نوبه به که است، شمارا اثبات�پذیر جملات مجموعه است) طبیع اعداد

در عدد ی جانشین نتیجه جمله ی اینکه (زیرا �دهد م نتیجه را طبیع اعداد از P-نمایش�پذیر

باشد دلخواه منطق سیستم Mی کنید فرض اکنون است). تصمیم�پذیر نه، یا هست فرمول ی

اعداد از مجموعه�ای زیر Mنیز نام�های مجموعه و �کند م صوری را حقیق ریاضیات از قسمت که

از مقدار هر که شود تعریف طوری �تواند Mم در نام�گذاری تابع صورت، این در باشد. طبیع

Q اگر بنابراین .[(٣) [←یادداشت شود محاسبه قابل محدود گام تعداد ی در آن معکوس تابع
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شمارا Q نیز و Q صورت این در باشند، P-نمایش�پذیر ،Q Mو از اثبات�پذیر جملات مجموعه

⋐⋑ �شود. م تعریف اصول از تصمیم�پذیر مجموعه ی وسیله به Q بنابراین بود. خواهند

فرمول �خواهیم م که صوری غیر خاصیت شویم، جزئیات وارد بخواهیم اگر واقع در .۵ یادداشت

هر برای که دارد وجود تکنی کاملا روش ، طبیع اعداد از مجموعه برایهر است: چنین کنیم بندی

راحت به همچنین است. تصمیم�پذیر نه، مفروضهستیا مجموعه این عضو n این�که ،n طبیع عدد

تصمیم�پذیری صوری نسخه برای محتمل انتخاب ی قوی، P-نمایش�پذیری که داد نشان �توان م

ی P-نمایش�پذیری آنجایی�که از �دهد. م نتیجه را تصمیم�پذیری قوی P-نمایش�پذیری یعن است،

مجموعه، ی قوی P-نمایش�پذیری ،[ قبل [←یادداشت �دهد م نتیجه را آن شمارایی مجموعه،

عضو عدد ی اینکه مورد در تصمیم�گیری برای �کند. م تضمین را آن متمم و مجموعه ی شمارایی

جایی تا �کنیم م آن متمم و مجموعه شمردن به شروع همزمان طور به �باشد، م مجموعه�ای چنین

⋐⋑ شود. ظاهر مجموعه�ها این از ی در عدد زود یا دیر که

چهارتایی ،Q ⊆ S هر برای باشد. منطق سیستم ی L = (S, P, T,′ ) فرضکنید تعریف٣.۵.۶.

.LP = Lحالتخاص در داد. خواهیم LQنشان با باشد منطق سیستم ی که زمان را (S, Q, T,′ )

داریم: و است L از توسیع ی LQ گوییم ،Q ⊇ P اگر

باشد. P-نمایش�پذیر ،Q اگر است L-اصل�پذیر ،LQ (i)

�-تصمیم Lاین�صورت غیر در باشد، P-نمایش�پذیر قویاً ،Q اگر است L-تصمیم�پذیر ،LQ (ii)

است. ⋐⋑ناپذیر

خودارجاع قویاً P به نسبت که باشد منطق سیستم ی L = (S, P, T,′ ) فرضکنید .۶.۶.٣ گزاره

است. L-تصمیم�ناپذیر ،L از سازگار توسیع هر صورت این در است.

این در است. L-تصمیم�پذیر ،LQ طوری�که به باشد L از سازگار توسیع LQ کنید فرض برهان.

B = P و A = Q ذاری�های جای با را (۴.۶.٣) دروغگو متقارن تعمیم قضیه�ی �توانیم م صورت

که دارد وجود λی ∈ S لذا گیریم، به�کار

.λ′ ∈ P اگر تنها و اگر λ ∈ Q (ii) و λ ∈ P اگر تنها و اگر λ /∈ Q (i)
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همان در و �دهد م نتیجه را λ ∈ Q ،λ ∈ P ⊆ Q چون �شود م تناقض به منجر λ ∈ P حال

و (ii) از بنابراین .λ ∈ Q �شود م نتیجه (i) از باز که λ /∈ P نتیجه در .λ /∈ Q ،(i) بنابر زمان

با این و λ ∈ Q ∩ Q′ که است معن بدین این اما .λ ∈ Q′ لذا .λ′ ∈ Q داریم λ′ ∈ P ⊆ Q

⊞⊞ �شود. م نتیجه برهان لذا دارد، تناقض LQ سازگاری

حساب١۴، ذات تصمیم�ناپذیری درباره�ی چرچ قضیه�ی از پایدار انتزاع نسخه�ی اثبات داشتن با

این اکنون، دهیم. انجام جهت، همان در انتزاع ناتمامیت قضایای توسیع برای تلاش �توانیم م

به که زبان فرا بیان قدرت محدودیت وسیله�ی به شده ایجاد دغدغه�ی با که است طرح در بار اولین

مجبوریم دغدغه، این مهار برای �شویم. م مواجه انتخابکردیم، منطق تعریفسیستم�های وسیله�ی

معرف �کند، م استفاده درست و تمامیت توسیع�یافته�ی نسخه�ی که را اصل�بندی از قوی�تری نسخه�ی

هستیم. خودارجاع از قوی نسخه�ی ی نیازمند همچنین کنیم.

زین جای تحت ∆ ⊆ F و بوده منطق سیستم ی L = (S, P, T,′ ) کنید فرض .٧.۶.٣ تعریف

است. بسته

باشد. ∆ ∩ T ⊆ P اگر است ∆-تمام ،L گوییم (a)

باشد. ∆ ∩ P ⊆ T اگر است ∆-درست ،L گوییم (b)⋐⋑

از هرکدام گرفتن نظر در با کنیم. خلاصه کم را خود نمادگذاری دهید اجازه ادامه، از قبل

منطق سیستم ی عنوان به را P = (S, P, T,′ ) اکنون، از حساب١۵، منطق استاندارد سیستم�های

است. Σ-تمام ،P آن در که �دهیم م قرار ثابت دلخواه مجموعه ی را Σ ⊆ F و ثابت دلخواه

باشد. دلخواه Q ⊆ S کنید فرض (i) .٨.۶.٣ تعریف

φ ∈ Σ ی وسیله�ی به P-نمایش�پذیر ،Q اگر است P-اصل�پذیر Σ-تمام ،PQ گوییم (a)

باشد.

�باشد. م موجود ١٣١ صفحه [١٩] مرجع در اصل ١۴قضیه

[۶] ←] کـرد اشـاره است، ضعیفتری سـیستم کـه رابـینسون حسـاب و پئانو حسـاب به �توان م مثـال عنـوان ١۵به

.[١۵٨ صفحه
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اگر: است P-اصل�پذیر Σ-درست ،PQ گوییم (b)

و باشد، Γ-درست ،Γ ⊆ F ی برای ،P (١)

باشد. P-نمایش�پذیر ،φ ∈ Σ ∩ Γ ی وسیله�ی به Q (٢)

باشد. خودارجاع Q به نسبت PQ ،Q ⊇ P هر برای اگر است خودارجاع ذاتاً P گوییم (ii)⋐⋑

واقع مفهوم ی از توسیع ∆-تمام، مفهوم که �رسد م نظر به جدید، مفاهیم این همه بین از

داده نشان Σ1 با (معمولا فرمول�ها از مجموعه ی صوری، حساب در واقع، در است. حساب

به جایی�که تا .[٧] �کند م برآورده هم�زمان را تمام اصل�پذیری و اصل�پذیری که دارد وجود �شود) م

فوری نتیجه�ای [ ذات [خودارجاع این است مربوط حساب سیستم�های در ذات خودارجاع مفهوم

به است. برقرار نیز (٣.۶.٣) قوی خودارجاع برای حقیقت این بنابراین است، خودارجاع از

این به�کاربردن که است حقیقت این درست اصل�پذیری مفهوم معرف برای دلیل تنها ر، دی عبارت

گسترش�یافته نحوی نسخه�ی ضعیف�تر- فرم�های برخ در -حداقل کردن احیا برای راه تنها شرط

ی در متفاوت�تر ل ش در که مفهوم باشد. کنون انتزاع چهارچوب چنین در گودل قضیه�ی

است. شده ظاهر (٨۴١ (صفحه [٢٢] از تبصره

.٩.۶.٣ گزاره

سازگار P-اصل�پذیر Σ-درست توسیع هر صورت این در باشد. خودارجاع ذاتاً P که فرضکنید (i)

است. ناتمام ،P از

Σ-تمام هر صورت این در باشد درست P اگر است. خودارجاع T به نسبت P که کنید فرض (ii)

است. ناتمام ،PQ درست P-اصل�پذیر

اینصورت در Pباشد. از سازگار Σ-درستP-اصل�پذیر توسیع PQی فرضکنید (i) برهان.

است. φ وسیله�ی به P-نمایش�پذیر ،Q و Γ∩Q ⊆ T که دارند وجود φ ∈ Σ∩Γ و Γ ⊆ F

Q-نمایش�پذیر ،φ وسیله�ی به Q که دهیم نشان کافیست ،(a) قسمت (i) (٢.۶.٣) بنابر

،φ[n] ∈ P ⊆ Q �دهد م نتیجه n ∈ Qپس باشد، دلخواه n ∈ N کنید فرض اکنون است.

همراه به φ[n] ∈ Σ ∩ T بنابراین .φ[n] ∈ Γ ∩ Q ⊆ T پس .φ[n] ∈ Q نتیجه در و

�دهد. م نتیجه را φ[n] ∈ P ،P Σ-تمامیت
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وجود φ ∈ Σ ی لذا باشد. درست P-اصل�پذیر Σ-کامل ،PQ و Qدلخواه ⊆ S فرضکنید (ii)

T-نمایش�پذیر Qنیز که �دهیم م نشان ابتدا است. φ وسیله�ی به P-نمایش�پذیر ،Q که دارد

به�کار PQ برای را (b)قسمت (i) (٢.۶.٣) قضیه�ی �توانیم م صورت این در که است φ توسط

P) �دهد م نتیجه را φ[n] ∈ P ⊆ T ،n ∈ Q لذا باشد، دلخواه n ∈ N کنید فرض گیریم.

به φ[n] ∈ Σ∩T ،φ[n] ∈ T از ر، دی عبارت به .φ[n] ∈ T بنابراین فرضکردیم) درست را

آنجایی�که از �دهد. م نتیجه را n ∈ Q یا φ[n] ∈ P ،P Σ-تمامیت بنابر این و �آید م دست

قسمت (i) (٢.۶.٣) قضیه�ی لذا �دهد، م نتیجه PQ برای را همان ،T به نسبت P خودارجاع

این به است کاف برهان، کردن کامل برای .T −Q ̸= ∅ نتیجه در �رود. م به�کار PQ برای (b)

اثبات�پذیرند، که درست جملات همه مورد در فقط درست سیستم ی که بازگردیم حقیقت

است. ⊞⊞کامل

اصل�پذیری فقط به �توانند تمامیتم و اصل�پذیریصحیح شرط دو هر بالا گزاره بخشحسابی در

حالت در ببینید. را ١٠٠ صفحه [٣] مرجع و ١٧٩ صفحه [۶] مرجع مثال عنوان به یابند، تقلیل

دست به حساب درون در تام اصل�پذیری و اصل�پذیری بودن معادل از حقیقت این تام اصل�پذیری

به است. آن حسابی متناظر از پایایی انتزاع خوانش فوق قضیه دوم قسمت نوع به پس �آید. م

حضور حقیقت در است. آن مجرد متناظر از قوی�تر نتیجه�ای واقعیت در حسابی نتیجه روی هر

سازی صوری با که است حقیقت این از نشانه�ای بالا گزاره اول قسمت کنندهء تضعیف شرط

جمله این حقیقت در رسیده�ایم. دروغگو پارادوکس توسط خود طرح نهایی محدودیت به ما آن

که است صوری سیستم�های نظری محدودیت�های مورد در نتایجمان از ما انتزاع خوانش تنها

آخرین جمله این که �رسد م نظر به شوند؛ قوی�تر اساس طور به �توانند م آن�ها حسابی قسمت�های

توجه شایان .[(۶) [←یادداشت برسیم آن به �توانیم م دروغگو پارادوکس پایه بر که است جمله�ای

قضیه�ی انتزاع نسخه�ی صوری�سازی برای �تواند م (۴.۶.٣) دروغگو متقارن تعمیم قضیه� که است

شود. استفاده بازگشت مجموعه�های مفاهیم در (٢.٣.١) چرچ

اثبات برای استاندارد روش دو �کنند. م پشتیبان را ما ادعای که دارند وجود حقایق .۶ یادداشت

چهارچوب در �تواند نم آن�ها کدام هیچ �رسد م نظر به که دارد وجود بیان این قوی�تر حسابی نسخه
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جملات جای به آن در و است ( (ساختن سازنده برهان ی که اول برهان شود. بازنویس ما انتزاع

جمله ی اساس بر راسر توسط دروغگو)، یافته تعمیم پارادوکس صوری جمله شده (حسابی گودل

استفاده حساب خاصزبان �های ویژگ برخ از راسر گزاره اما است. شده ارائه پیچیده بسیار صوری

جـملات ترتیب مورد در صحبت ان ام راسر گزاره جمله، از ندارند. انتزاع قرین که است کرده

ندارد وجـود ان امـ این طبیعـ زبان�های در که دارد طبیعـ اعداد زبان خصوصیت واسـطه به را

برهان�های تمام همانند است. غیرسازنده برهان ی برهان دومین .[١۴۵-١۴٧ صفحه [١٣]←]

قبول قابل حقیقت این از شهودی صورت به دوم برهان که زیرا است، نغزتر دوم برهان غیرسازنده،

استفاده با خود نـوبه به کـه �کند مـ اسـتفاده تصمیم�پذیرند، حساب اصل�پذیر کامل سیستم�های که

است ناتـمام پئانو، اصـول شامل اصـل�پذیر توسـیع هر که �دهد م نتیجه بلافاصـله چـرچ قضیـه از

بر که حساب اصل�پذیر کامل سیسـتم�های تصمیـم�پذیری صـوری اثبات .[١٣٢ صفحه [١٩] ←]

سیستم در �تواند نم اصولا �باشد، م فرمول�ها P-نمایش�پذیری اثبات�پذیری داخـل ساختار اساس

⋐⋑ شود. بازنویس ما انتزاع

مجموعه�های P-نمایش�پذیرباشد. قویاً Z اگر نامیم P-بازگشت را Z ⊆ N هر .١٠.۶.٣ تعریف

که باشد داشته وجود Z ⊆ N P-بازگشت ی هرگاه نامیم P-بازگشت جداپذیر را X, Y ⊆ N

P از PQ توسیع ی است. متقارن رابطه ی جداپذیری وضوح، به باشد. Y ∩ Z = ∅ و X ⊆ Z

⋐⋑ نباشند. P-بازگشت جداپذیر Q′ و Q هرگاه نامیم P-بازگشت جداناپذیر را

چرچ قضیه انتزاع برهان �توانیم م (۴.۶.٣) دروغگو متقارن تعمیم قضیه از استفاده با اکنون

آوریم: دست به و کنیم تکرار را (٢.٣.١)

است. P-بازگشت جداناپذیر P آنگاه باشد، خودارجاع قویاً P به نسبت P اگر .١١.۶.٣ گزاره

تفکی P′ و P به که دارد وجود P-بازگشت ،Z ⊆ N ی که (فرضخلف) کنید فرض برهان.

دهـید قرار است. P-نمایـش�پذیر قویاً φ ∈ F یـ وسیله�ی به Z صـورت ایـن در است. شده

را P′ ∩C = ∅ و P ⊆ C بنابراین و C = Z صورت این در .C = {g−1(n) ∈ F : φ[n] ∈ P}

دروغگو متقارن تعمیم قضیه بستن به�کار با حال �دهد. م نتیجه را P ′∩C = ∅ و P ⊆ C که داریم،
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که: داشت خواهد وجود λ ∈ S ی ،B = P و A = C ذاری جای با (۴.۶.٣)

.λ′ ∈ P اگر تنها و اگر λ ∈ C (ii) و λ ∈ P اگر تنها و اگر λ /∈ C (i)

بنابر طرف از و �دهد م نتیجه را λ ∈ C ،λ ∈ P ⊆ C زیرا �شود م تناقض به منجر λ ∈ P حال،

،λ′ ∈ P و (ii) بنابر پس .λ ∈ C �شود م نتیجه (i) از دوباره که λ /∈ P بنابراین .λ /∈ C ،(i)

⊞⊞ �آید. م دست به برهان و است تناقض ی که ،λ ∈ P ′ ∩ C = ∅ بنابراین .λ ∈ P ′ داریم

�دهد. م P برای مشابه نتیجه توسیع�ها از ی بودن P-بازگشت جداپذیر که است واضح

،P از توسیع هر صورت این در باشد، خودارجاع قویاً P به نسبت ،P اگر .١٢.۶.٣ تبصره

⋐⋑ است. P-بازگشت جداناپذیر

چهارچوب ی در که گزاره�هایی آن از پارچه ی نمادگذاری ی در را خود تحلیل� دهید اجازه

گرفته نظر در دروغگو پارادوکس از مستقیم کمابیش فرمول�بندی عنوان به �توانند م انتزاع صوری

کنیم: خلاصه را شوند،

ذاتاً P که کنید فرض چرچ). و تارس گودل، قضیه�های از انتزاع (نسخه�ی ١٣.۶.٣ قضیه

باشد. خودارجاع قویاً P به نسبت و خودارجاع T به نسبت و بوده خودارجاع

ناتمام P این�صورت در باشد سازگار P اگر باشد. P-اصل�پذیر ،P که کنید فرض (a) (i)

است.

است. ناتمام P از سازگار P-اصل�پذیر Σ-درست توسیع هر (b)

حالت در است. ناتمام P از Q P-اصل�پذیر Σ-تمام توسیع هر باشد، درست P اگر (c)

است. ناتمام ،P از درست P-اصل�پذیر Σ-تمام توسیع هر خاص،

نیست. T-نمایش�پذیر ،T (ii)

است. ناپذیر P-تصمیم ،P سازگار توسیع هر (a) (iii)

است. P-بازگشت جداناپذیر ،P از توسیع هر (b)
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مورد در محدودکننده نتیجه شرط سه انتزاع نسخه�ی همچنین قضیه این که است ذکر شایان

«تصمیم درباره�ی تارس قضیه�ی انتزاع نسخه�ی حقیقت، در �دهد. م نتیجه را حساب درست

�توانند م جملات بقیه که حال در است، شده ذکر قضیه در صریح طور به حساب» درست ناپذیری

شوند. نتیجه شود»١۶ اصل�پذیر �تواند نم و است ناپذیر تصمیم حساب «درست که حقیقت این از

قضیه از بنابراین است. سازگار و تمام درست، منطق سیستم ی PT تعریف، بنابر حقیقت در

داریم: ،(ii)(a) و (i)(c)قسمت (١٣.۶.٣)

آنگاه: باشد، درست P اگر است. برقرار فوق قضیه شرایط کنید فرض .١۴.۶.٣ تبصره

نیست. P-اصل�پذیر Σ-کامل ،PT (i)

است. ناپذیر P-تصمیم ،PT (ii)

.١٧٩ و ١٧۶ صفحات [۶]←١۶
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[12] M.H. Löb, Solution of a Problem of Leon Henkin, The Journal of
Symbolic Logic, 20: 115–118, 1955.

[13] E. Mendelson, Introduction to Mathematical Logic, Taylor & Francis
Group, Chapman & Hall/CRC, 5th ed. 2010.

[14] J. Myhill, A System which Can Define its Own Truth, Fundamenta
Mathematicae, 37: 190–192, 1950.

[15] R.J. Parikh, Some Results on the Length of Proofs, Transactions of
the American Mathematical Society, 177: 29–36, 1973.



۶٣ مراجع

[16] W.V. Quine, Mathematical Logic, Harvard University Press, Cam-
bridge, 1951.

[17] G. Ryle, Heterologicality, Analysis, 11: 61–69, 1951.
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[20] R.M. Smullyan, Gödel’s Incompleteness Theorems, Oxford University
Press, New York, 1992.

[21] R.M. Smullyan, Languages in which Self Reference is Possible, The
Journal of Symbolic Logic, 22: 55–67, 1957.
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Gödel’s incompleteness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گودل ناتمامیت

inexhaustibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایان�ناپذیری

hereditarily . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ذات

heterological . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خودنامصداق

Heyting algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هیتینگ جبر

inconsistency . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناسازگاری

۶۶



۶٧ فارس به انگلیس واژه�نامه

internal consistency . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخل سازگاری

intuitionistic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهودی

Liar paradox . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دروغگو پارادوکس

modal logic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موجهات منطق

negation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقیض

predicate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محمول

principles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصول

proposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گزاره

provability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اثبات�پذیری

recursive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازگشت

refutable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ردشدن

satisfiable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صدق�پذیر

satisfactory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رضایت�بخش

self-map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خودریخت

self-refrence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ارجاع خود

semantic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معنایی

separable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �پذیر تفکی

sound. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درست

strong fixed point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قوی ثابت نقطه

substitution map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زین جای نگاشت

syntactic. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نحوی

Tarski map. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تارس نگاشت

undecidable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصمیم�ناپذیر

undefinable. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف�ناپذیر



نمایه

۴٠ T-نمایشپذیر،

۴٠ ر، T-نمایش

۵۶ ∆-تمام،

۵۶ ∆-درست،

٢٣ ،⊥

۵۵ L-اصل�پذیر،

۵٩ ، P-بازگشت

٢۴ ، نگاشت -HBL

٢۴ ،Prov

٢۴ ،�

٢٢ ،⊤

٢۴ ر، HBL-عمل

٣٨ صوری، اسم

٢٧ ،GL اصل

پارادوکس

١٢ بِری،

١٢ خودنامصداق،

٣٢ دروغگو،

١٢ راسل،

٣۵ ، فیندل

٣۴ کواین،

تابع

١٧ قطری،

٣٨ نام�گذاری،

١۶ کدپذیر،

۵۴ تصمیم�پذیر،

۵٢ دروغگو، قضیه متقارن تعمیم

۴۴ دروغگو، قضیه توسیع

٩ هیتینگ، جبر

۵٩ ، P-بازگشت جداپذیر

٣۴ خودمصداق،

٣۴ خودنامصداق،

۵٧ خودارجاع، ذاتاً

سیستم

۴٣ خودارجاع،

۴٧ درست،

۴٧ سازگار،

۴٧ ، منطق

۴٧ کامل،

٣٨ فرمول،

۶٨



۶٩ نمایه

٣٨ درست، فرمول

قضیه

٢٣ گودل، ناتمامیت اول

١٩ ، تارس

۴١ دروغگو،

٢٨ گودل، ناتمامیت دوم

٢۵ لوب،

۴ چرچ،

۵٢ A-نمایش�پذیر، قویاً

١۶ کدگذاری، گردایه

٢٢ ، گودل کدگذاری گردایه

٢٣ ناپذیر، تصمیم گزاره�ی

٢٢ قوی، ثابت نقطه لم

١٨ ثابت، نقطه لم

٨ ،GL نظام

٧ ،K نظام

٢٢ قوی، ثابت نقطه

١۶ کدگذار، نماینده

نگاشت

٢۵ اثبات�پذیری،

١٧ ، تارس

٣٨ ، جانشین

١۵ ، منطق

١۶ کدگذار،

٢٣ گودل،



Surname: Mohammadian Name: Mina

Title: Incompletness in a General Setting

Supervisor: Saeed Salehi
Advisor: Jafar Sadegh Eivazloo

Degree: Master of Science Subject: Pure Mathematics
Field: Mathematical Logic University of Tabriz
Faculty of Mathematical Sciences Date: 2013 Number of Pages: 70

Keywords: Gödel’s incompleteness theorem, Consistancy, Tarski’s theorem, Church’s
theorem.

Abstract

We present a general framework for proving Gödel’s incompleteness theorems,
which is due to Bell [4]. His suggested framework is free from syntactic and com-
putational restrictions and is suitable for investigating Tarski’s theorem and the
incompleteness phenomena. The proof works in the field of algebraic structures,
and an abstract coding system is introduced for that. For this purpose we study
some important ideas in formal logic which relate to the incompleteness phenom-
ena, with emphasize on Gödel’s first and second incompleteness theorems.

In other words, we will study the following topics bassed on intuitionistic and
constructive principles:

(1) Löb’s logical analysis of the sentences which follow from their provability.

(2) The major role of the fixed point (diagonalization) technique in Löb’s inves-
tigations.

(3) Incompleteness in modal logic.

We then study the Liar’s Paradox and will show that the general idea behind the
theorems of Gödel, Tarski and Church, which show some limitations of formal
deduction systems, can be regarded as some different ways of resolving the Liar’s
Paradox [18].
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